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1 Einleitung

Als Pseudozufallszahlen bezeichnet man Zahlenfolgen, die durch einen deter-
ministischen Algorithmus (Pseudozufallszahlengenerator) berechnet werden aber
‘zuféllig’ aussehen. (Deterministisch heiit, dass bei jedem Start der Zufallszah-
lenberechnung mit gleichem Startwert die gleiche Zahlenfolge erzeugt wird.)

Die "Zufalligkeit” wird durch statistische Eigenschaften der Zahlenfolge bestimmt
wie Gleichwahrscheinlichkeit der einzelnen Zahlen und statistische Unabhéngig-
keit verschiedener Zahlen der Folge.

Man unterscheidet zwischen periodischen und nicht-periodischen Pseudozufalls-
zahlengeneratoren. (Eine Folge (x,,) heifit periodisch mit Periode t, wenn x, ; =
x, firn=0,1,... gilt.)

Beispiele:

1. Sei p eine Primzahl, zy ein ganzzahliger Startwert und a ein ganzzahliger
Multiplikator, so dass zy und a beide nicht durch p teilbar sind. Dann ist
die durch

Tpi1 = ax, mod p

definierte Folge periodisch. (Fiir eine ganze Zahl x ist x mod p definiert als
die eindeutige ganze Zahl y mit 0 <y < p—1, fiir die x — y durch p teilbar
ist.) Z.B. die Wahl p = 5, 2y = 1 und a = 2 liefert eine Folge der Periode 4.

2. Sei m > 1 eine quadratfreie natiirliche Zahl. Dann ist die Folge (x,,) der
Nachkommastellen von y/m, d.h.

vVm = a,Tol1Ty ...,
nicht-periodisch.
Da periodische Generatoren oft deutlich schneller als nicht-periodische sind, be-

schranken wir uns im Folgenden auf periodische Pseudozufallszahlengeneratoren.

1.1 Anwendungsbeispiele

Die Qualitdt von Pseudozufallszahlen hidngt von der jeweiligen Anwendung ab.
Das sollen die folgenden beiden Beispiele verdeutlichen.



Monte-Carlo Berechnung von 7:

1. Wahle N Paare von Pseudozufallszahlen

(T, Tny1) €[0,1)%, n=0,...,N —1.

2. Zéhle die Anzahl K der Paare (x,, x,11) innerhalb des Einheitskreises (d.h.
22422, <1).

3. Bestimme als Naherungswert m ~ %.

Die Qualitdt der Pseudozufallszahlen beziiglich dieser Anwendung héngt von der
Verteilung der Paare (z,, z,41) im Einheitsquadrat ab.

Stromchiffren:

Wir betrachten eine als (0, 1)-Folge (Bitfolge) dargestellte Nachricht

mo, M1, . ... Ein Stromchiffre verschliisselt jedes Bit m; der Nachricht mit dem
Element z; einer bindren Pseudozufallszahlenfolge x¢, z, . .. durch

¢; = mj + x; mod 2.

Der verschliisselte Text cg, cg, ... kann durch erneutes Addieren der Pseudozu-
fallszahlenfolge zuriick erhalten werden:

mj = ¢; + x; mod 2.

Die Sicherheit eines Stromchiffres hingt von der "Zufélligkeit’ der Pseudozufalls-
zahlenfolge, insbesondere von ihrer Vorhersagbarkeit, ab.

Das erste Beispiel soll uns als Fundamentalbeispiel fiir sogenannte Monte-Carlo-
Methoden dienen, das zweite fiir kryptografische Anwendungen.

1.2 Beispiele fiir Pseudozufallszahlengeneratoren

Wir unterscheiden im Folgenden zwischen Pseudozufallsbits, d.h. (0, 1)-Folgen,
und Folgen im Einheitsintervall [0, 1).

Beispiel: (Bitgenerator, Legendre-Folge)
Sei p > 2 eine Primzahl. Fiir eine ganze Zahl n ist das Legendre-Symbol (%)
definiert durch

0, nist durch p teilbar,
n 1,  n ist nicht durch p teilbar und
<]_9) N es gibt eine ganze Zahl 2 mit 22 = n mod p,
—1, sonst.



(Die Bezeichnung @ = b mod p bedeutet, dass a — b durch p teilbar ist.) Das
Legendre-Symbol hat die Eigenschaften

() ()= ()

(E) = n®P~1/2 mod p.
p

Die Legendre-Folge (I,,) ist definiert durch

ln::{l’ <5>:_1’ n=0,1,...

und

0, sonst,

und hat Periode p.

Beispiele: (Pseudozufallszahlen im Einheitsintervall)

1. Linearer Kongruenzgenerator
Sei p eine Primzahl, sowie 1 <yp <p—1und 1 < a < p— 1 ganze Zahlen.
Sei
Ynt1 = ay, mod p, n=20,1,....

Dann erhalten wir lineare Pseudozufallszahlen (z,,) im Intervall [0, 1) durch

Tn =Yn/p, n=0,1,....

Die Folge (x,) ist t-periodisch, wobei t die Ordnung von a modulo p ist,
d.h. t ist die kleinste natiirlich Zahl mit a* = 1 mod p.

Da man mit Hilfe von lediglich zwei Folgegliedern vy,, 4,1 das Bildungs-
gesetz der Folge berechnen kann, sind lineare Kongruenzgeneratoren fiir
kryptografische Anwendungen ungeeignet.

2. Nichtlinearer Kongruenzgenerator
Sei p eine Primzahl, 0 < yg < p—1, f ein Polynom vom Grad gréfer gleich
2 mit ganzzahligen Koeffizienten und Hauptkoeffizient 1 < a < p — 1. Sei

Yni1 = f(yn) mod p, n=0,1,....

(Wegen z” = x mod p diirfen wir grad(f) < p — 1 annehmen.) Dann er-
halten wir nichtlineare Pseudozufallszahlen (z,) im Intervall [0,1) durch
Tn = Yn/p, n =0,1,.... Die Folge (x,) ist schlielich, d.h. evtl. nach einer
Vorperiode, periodisch. Durch Wahl eines geeigneten Startwertes y, konnen
wir annehmen, dass (z,) rein periodisch, d.h. ohne Vorperiode, ist. Ist f
modulo p bijektiv, so ist (z,) rein periodisch.



3. Inversionsgenerator
Sei p eine Primzahl, sowie 0 < 99,0 < p—1und 1 < a < p—1 ganze Zahlen.
Sei
Ynt1 = aYp +bmod p, n=0,1,...,

! yvon z modulo p bezeichnet, wenn x nicht durch

L von z erfiillt zz~! =

wobei T das Inverse z~
p teilbar ist und anderenfalls 0 ist. (Das Inverse x~
1 mod p.) Dann erhalten wir inverse Pseudozufallszahlen (z,) im Intervall
[0,1) durch x,, = y,,/p, n =0,1,.... Die Folge (z,) ist rein periodisch.

4. Expliziter nichtlinearer Kongruenzgenerator
Seien p und f wie in 2.. Dann definieren wir die p-periodische Folge (y,)
durch

Yo = f(n)modp, n=0,1,....

Explizite nichtlineare Pseudozufallszahlen erhalten wir durch Division mit p.

5. Expliziter Inversionsgenerator
Wir benutzen die Bezeichnungen aus 3. und definieren die p-periodische
Folge (y,) durch

Yp =an+bmodp, n=0,1,....

2 Bitfolgen

In diesem Kapitel analysieren wir Zufalligkeitskriterien fiir Pseudozufallsbitfolgen
am Beispiel der Legendre-Folge.

2.1 Bitverteilung

Ein erstes Kriterium fiir eine gute’ Pseudozufallsbitfolge ist, dass die Anzahl der
Einsen und die Anzahl der Nullen in etwa gleich ist. Z.B. besteht eine Periode
der Legendre-Folge aus (p — 1)/2 Einsen und (p + 1)/2 Nullen. Neben dieser
globalen Verteilungseigenschaft ist auch eine entsprechende lokale Eigenschaften
fiir Periodenabschnitte wiinschenswert.

Satz 1 Fir 1l < N < p—1und 0 < b < p—1 sei ly,lpr1,...,lpben_1 €in
Periodenabschnitt der Legendre-Folge der Linge N. So gilt fiir die Anzahlen Ay
und A, der Nullen und Einsen in diesem Abschnitt:

|Ag — Ay <1+ p2(1 + Inp).

Beweis: Wir haben

b+N-1

Alz Zln und A(]:N—Al
n=>b
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und somit

b+N-1 bENCL
A=Al =] Y (a2 <1+ Y (—) |
n=>b n=>b p
Setze ‘
ep(2) := e¥™/P = cos(2mx /p) + isin(27x/p)
und

S(a) == :z_é (g) ey(an), 0<a<p-—Ll.

Sei x eine Zahl mit % = —1. Dann durchlauft xn mod p alle Werte 0,1, ..., p—
1, wenn n mod p alle Werte 0,1, ..., p — 1 durchlauft, und es gilt

-5 (2)-()w -

n=0
woraus
S(0)=0 (1)
folgt. Als néchstes zeigen wir
1S(a)] =p*?, 1<a<p-1. (2)

Sei Z = x —iy das konjugiert Komplexe der komplexen Zahl z = x+iy. Verifiziere
auBerdem

ep(z)ey(y) = ep(x + ),

und

Firl <a<p-—1gilt

1S(@)* = S(a)S(a)

In der inneren Summe ersetzen wir k := nm ™! und erhalten

p—1 p—1
( )epam - 1))
k=1 m=1
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_ Z () (_1 + Z cplamk ~ 1>>)
_ +Z( ):Zlepam<k—1>>-

Fiir £ = 1 ist die innere Summe gleich p und fiir k£ # 1 haben wir

p—1 p—1
ep(a(k —1))P —1
e,(am(k — 1)) = e,(alk —1))" == =0,
=" =" ep(a(k —1)) — 1
woraus (2) folgt. Nun gilt
bEN-L p=l g\ PoLbEN
>, (D)) = )= epla(n - m>>‘
n=>b (p)‘ n=0 (p> p a=0 m=b
= b+N-1
OB ep<—am>'
p a=0 m=b
1 p—1 b+N—1
< =) IS(a)| ep(—am)|
pa:O m=b
= o)
= — ep(an
p1/2 a=1 | n=0
Schliellich beweisen wir noch
p—1 |[N—-1
T := Z ey(an)| < p(1+1Inp). (3)
a=1 | n=
Wir haben
Nﬁle (an)| = ep(@)" — 1‘ < 2
— ep@) —1 | = Tepla) — 1]

Weiterhin gilt
lep(a) — 1] = lep(a/2) — ep(—a/2)[ = 2[sin(an/p)[, 1<a<p-1.

Wegen
2z

sin(z) > —, 0<z<
T

?

o]

erhdlt man
2min(a,p — a)
p

[sinar/p)| = | sin(min(a, p — a)r/p)| >



und damit

p—1)/2

> .

p p—1 1 (
2 ; min(a,p — a) =P —

(=1)/2 g -1
< p<1+/ %)zp(l%—lan )<p(1+lnp)
1

und das Ergebnis folgt. d

T

IN

2.2  Autokorrelation
Definition 1 Sei (x,,) eine t-periodische (0,1)-Folge. Dann ist die (periodische)
Autokorrelationsfunktion A(l) von (x,) definiert durch

-1
Al) = (=1 1<I<t—1.

n=0

~+

Der Wert A(l) ist ein Ma8 fiir die Gleichheit zwischen der urspriinglichen Folge
und einer verschobenen Folge.

Satz 2 Fir die Autokorrelationsfunktion der Legendre-Folge gilt

-1, p = 3 mod 4,
Al = 2(£>—1, p=1lmodd, TSisP—L

p

Beweis: Wir bemerken, dass

(~1) = (g) . n#0modp
w= ()G S
- ()5 (5)
- Qs £

_ (L Y1)/ _
(p) (1+(-1) )+ 5(0) — 1,

dan(n+1)~! mod p alle Werte 0, ..., p—1 auler 1 durchliuft, wenn n mod p alle
Werte auler p — [ durchléuft, und das Ergebnis folgt nach (1). O
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Definition 2 Sei (z,,) eine t-periodische (0,1)-Folge. Dann ist die aperiodische
Autokorrelationsfunktion A(l,b, N) von (x,) definiert durch

b+N—-1
AL, N) == Y (=1t 1I<IN<t-1,0<b<t—1

n=b

Die periodische Autokorrelation ist ein Maf fiir die ’globale Zufélligkeit’ und die
aperiodische Autokorrelation fiir die "lokale Zufélligkeit’ einer Folge.

Satz 3 Fliir die aperiodische Autokorrelationsfunktion der Legendre-Folge gilt

Beweisskizze: Das Resultat ergibt sich analog zu dem Beweis von Satz 1 mit dem
folgenden Ergebnis von A. Weil anstelle von (2):

Hilfssatz 1 Sei f(X) ein ganzzahliges Polynom vom Grad D und a eine nicht
durch p teilbare ganze Zahl, so gilt

Fiir einen Beweis sieche W.M. Schmidt: Equations over Finite Fields.
Zunéchst haben wir

S Dp1/2.

n=>b
1 p—1 |p— (n) (n + l) b+N—-1
< 24— — ) | —— | ep(an) ep(—am)
pazO n=0 p p ’ T; !

Im Beweis von Satz 2 haben wir

p—1
SOICTE
n=0 p p
gezeigt. Mit Hilfssatz 1 und (3) ergibt sich
1
|A(1,b, N)| < 2+ ]3(N +2pY2p(1 + 1Inp))

und daraus die Behauptung. O



3 Lineare Komplexitit

Definition 3 Sei (s,) eine ganzzahlige Folge und p eine Primzahl. Die lineare
Komplexitat von (s,) modulo p ist die kleinste natirliche Zahl L = L(s,), so
dass es ganze Zahlen cy, ..., cr_1 gibt mit

SnilL = CL-1Sn4p-1+ ---+ oS, modp, n=0,1,....

Fiir N > 2 ist die lineare Komplexitét von (s,,) bei N die kleinste natirliche Zahl
L = L(sn,N), so dass es ganze Zahlen cqg,...,cp—1 gibt mit

SpalL = €L 1Spap-1+ ...+ cs, modp, n=01,... N—L-—1. (4)

Die Abbildung N — L(s,, N) heift lineares Komplexitatsprofil von (s,).
Ist s, =0mod p fiirn=20,...,N —1, so definieren wir L(s,, N) =0, N > 1.
Weiterhin definieren wir L(s,,1) =1, falls sy # 0 mod p.

Allgemein gilt:
1. L(sn) = supys; L(sn, N).
9. L(spy, N +1) > L(s,, N), N> 1.
Ist (s,) periodisch mit Periode ¢, so gilt:
1. L(s,) <t.
2. L(s,) = L(sy,2t).

Beispiel: Sei (s,,) eine ganzzahlige Folge mit s, = 0mod p firn =0,..., M — 2
und sy, #Z 0 mod p, so gilt

0, N=1,...,M—1,
L(S”’N):{ N, N=M.

Hilfssatz 2 Fir zwei ganzzahlige Folgen (a,) und (b,) gilt
L(ay + by, N) < L(an, N) + L(by, N), N >1.
Beweis: Setze M := L(a,, N) und K := L(b,, N). Gelte also
ot = dpg10pipr—1+ .- +doa, modp, 0<n<N-—-M-—-1,

und
bk =€x-1bpixk-1+ ... +eby, modp, 0<n<N-K-—1,

so auch

UnpM+K = dy—10nsm4 k-1 + ... Fdoapr g modp, 0<n<N-M-K -1,
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und
bpinvik =ex-1bpanarx—1+ ... +Febpiyymodp, 0<n<N-M-K-1.
Addition der beiden letzten Gleichungen ergibt

(Gpsrier + bnavik)

M-—1 K-1
= dm(an+K+m + bn+K+m) + ekz(an-i-M-i-k + bn-i-M-i-k)
m=0 k=0
M-—1 K-1
- dmbn+K+m - g CLan+M+k
m=0 k=0
M-1 K-1
= A (Cns K m + bntrktm) + ek (@ninitk + Onyritr)
m=0 k=0
M-—1 K-1 K-1 M-1
- g dm E ekbn—l—k—I—m - E (&% E dman+k+m
m=0 k=0 k=0 =0

also eine lineare Rekursion fiir die ersten N Glieder der Summenfolge und somit
die Behauptung. 0

3.1 Berlekamp-Massey Algorithmus
Satz 4 Ist L(s,, N) > N/2, so gilt

L(sn, N +1) = L(sy, N).
Ist L(s,, N) < N/2, so gilt entweder

L(sn, N +1) = L(s,, N)

oder
L(sp, N+1)=N+1— L(sp, N).

Beweis: Setze L := L(s,, N). Dann existieren cg, ..., cr_1 mit
Spil =CL-1Spni-1+ ...+ s, modp, 0<n<N-—-L-—1.

Gilt dieselbe Rekursion auch fiir n = N— L, so haben wir L(s,,, N+1) = L(s,, N).
Anderenfalls setze

Ai=sSy—cCr_1SN_1— ... — CoSy_ mod p # 0.
Sei a, :=s, firn=0,..., N —1und ay := sy — A, so gilt
N+1 = L(sy—an, N+1) < L(s,, N+ 1)+ L(—a,, N+ 1)
= L(sp, N+ 1)+ L(an, N +1) = L(sp, N+ 1) + L(s,, N).

10



Somit haben wir
L(sn, N 4+ 1) > max(L(s,, N), N +1— L(sp, N)).

Wir beweisen die Gleichheit induktiv. Fiir N = 1 gilt offensichtlich Gleichheit
und wir nehmen N > 1 an.

Ist L(sp, N) = L($p, N — 1) = ... = L(s,,1) = 0, so gilt s, = 0 mod p fiir
0 <n <N —1. Wegen der Annahme sy # 0 mod p folgt L(s,, N +1) =N + 1.
Ist L(sy, N) = L(s,, N —1) = ... = L(s,,1) = 1, 50 ist 8,45 = sy8; 8, mod p

die gewiinschte Rekursionsgleichung.
Wir konnen also annehmen, dass ein 1 < M < N — 1 existiert mit

L(sn,N) = L(s,, N —1)=...= L(sp, M + 1) > L(s,,, M).
Nach Induktionsvoraussetzung gilt also L(s,, M) =M + 1 — L. Sei
SpeM41-L = dy—rSpym—r + ... +dps, modp, 0<n <L -2

und setze
W=y —dy_rSp-1— ... — dos;_1 mod p # 0.

Im Fall L > N/2 ist

Sn+L = CL-1Sp+L-1t ...+ CoSp
~1
AT (SneM—N+L — AM—LSntM-N4L-1 — - - - — doSn_N+21-1) mod p,
0<n<N-1L,

eine Rekursionsgleichung der Lange L und im Fall L < N/2 ist

SntN+1-L = CL-1Sp4N—L + ... T CoSntN—2L+1
~1
+Ap (3n+M—L+1 —dM—LSn4M—L — -+ — d03n> mod p,
0<n<L-1,

eine Rekursionsgleichung der Lange N + 1 — L fiir die ersten N 4 1 Folgeglieder
und die Behauptung folgt. ([l

Der Beweis ist konstruktiv und liefert einen Algorithmus zur Bestimmung des li-
nearen Komplexitatsprofils einschliellich der zugehorigen Rekursionsvorschriften.
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Beispiel: (sg,...,s9) = (1101011101):

N L(s,,N)
1 1 - — =
2 1 Spt1 = S, mod 2
3 2 Spi2 = Spi1 + S, mod 2 oder s,19 = 0 mod 2
4 2 Spi2 = Spy1 + S, mod 2
5 3 Sni3 = Spy1 mod 2 oder s,43 = Sp40 + S, mod 2
6 3 Sn+3 = Spy1 mod 2
7 4 Spta = Spi1 + Sy, mod 2 oder S,14 = Spi3 + S, mod 2
8 4 Sp4d = Spy1 + S, mod 2
9 5 Snis = Spad + Snis + Spao + Spa1 + S, mod 2
oder s,15 = Sp43 + Spio Mmod 2
10 5 Snts = Snta + Spts + Spna2 + Sne1 + S, mod 2

3.2 Legendre-Folge

Satz 5 Fir die lineare Komplezitit modulo 2 der Legendre-Folge (1) bei 1 <
N <p-—1 git:
N

L(,, N 1
( )> 1+ p'/2(1.5 + Inp)

Beweis: Sei L := L(l,, N) und gelte
lpnir =cp1lpip 1+ ... +colp,mod2, 1<n<N-L-—1

Wegen (—1)i» = (%), 1<n<p-1,giltmit c;, := 1:

1= (_1>Zf:00jln+j — (M)

p

und daher N ;
I SNCnyS
N—_[_—1= Z (M):;S.

p

n=1

Andererseits kann man analog dem Beweis von Satz 3
S| < (L +1)p"%(1.5 + Inp)

zeigen, woraus
N —(L+1) < (L+1)p"*(1.5+Inp)

und die Behauptung folgt. O
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Satz 6 Fir die lineare Komplexitit modulo 2 der Legendre-Folge (1,,) gilt:

(p—1)/2, p=1modS§,

2 p = 3 mod 8,
L(ln) = p—1, p =5 mod 8§,
(p+1)/2, p=T7modS8.

Der Beweis folgt nach einigen vorbereitenden Hilfssdtzen.

Hilfssatz 3 Fir eine t-periodische Folge (s,) modulo p definiere

t—1
SHX) = Z sp X"
n=0
Dann qilt fir die lineare Komplezitit modulo p

L(s,) =t — grad(ggT(S*(X),1 — X*)).

Beweis: Zunéchst gilt

(1- X% isnX" = isnX” - isn_tX" = SHX)
n=0 n=0 n=t

und somit

1- X 5(X)
geT(1— X7, S'(X an ~ e T(1— X1, 5(X))’ 5)

Durch Koeffizientenvergleich erhélt man eine lineare Rekursionsgleichung fiir (s,,)
der Linge t — grad(ggT (1 — X*, SY(X))).

Sei jetzt
L-1

S+l = g CSntr, N =0.
1=0

So ist

=0 n=0

f(X):= (1 — ichL_l> anX” (6)

ein Polynom vom Grad kleiner als L. Aus (5) und (6) folgt

1— X! G SHX)
T - x5 ~ (“ZCX ) 2T(1 — X©, 5(X))

=0
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SHX) 1 1— Xt
geT(I— X, SH(X)) 0 ggT(1 — X!, S(X))
SH(X)

teilerfremd sind, ist ein Teiler von f(X) und insbesondere

geT(1-X",54(X))
L—12>grad(f) >t —1—grad(geT(1 - X", S"(X))),
woraus die Behauptung folgt. 0

Hilfssatz 4 Sei (l,,) die Legendre-Folge,

p—1
SPX) =) 1 X"
n=0

und 8 # 1 eine p-te Einheitswurzel modulo 2 (d.h. eine Lisung der Gleichung
X? =1 mod 2 in einem Erweiterungskorper). Dann gilt

s = @ modz, (1) =1,

SP(B™) = 1+ SP(3) mod 2, (%) =1,

und
SP(B) mod 2 € {0,1} genau dann, wenn (—) = 1.

Beweis: Fiir ¢ mit (%) = 1 haben wir

SPBY =D sufM= ) = Y B"=5(8) mod?2

sPem =y pgm= )y 6

B =B
= f-1

ll
—~
—_
+
w
S
~
XQ
S
il

+S5(8) =1+ 5(B) mod 2.

AuBerdem gilt SP(3) mod 2 € {0,1} genau dann, wenn S?(3)* = SP(3?)
SP(3) mod 2. Dies ist genau dann der Fall, wenn (%) =1.

O
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Hilfssatz 5

(;) _ (—1)#-0rs

Beweis: Sei £ eine primitive achte Einheitswurzel modulo p (d.h. €8 = 1 mod p
aber £* # 1 mod p). Dann folgt wegen £* = —1 mod p sofort €2 +£72 = 0 mod p,
damit

E+EN=+¢?+2=2modp

und schlieBlich wegen (€ + £71)P = £ + £ mod p im Fall p = +1 mod 8, dass

2 = o ép + é“*p
Z) =22 = (g4 Y =2 "> =1 mod p,
(2) e = e
und analog im Fall p = +3 mod 8, dass
2
(—) = —1 mod p,
p
woraus der Hilfssatz folgt. 0

Beweis von Satz 6: Nach Hilfssatz 3 gilt
L=p—|{j:S"(#)=0mod2, 0<j<p—1}

Zunéchst gilt

P(1) — _p—1_ {0mod2, p=1modH4,
ST = Z L= _{1m0d2, p =3 mod 4.

Ist (%) = 1 und somit p = 1 oder 7 mod 8, so ist SP(3) mod 2 entweder 0 oder
1. Im ersten Fall gilt SP(37) = 0 mod 2 fiir die (p — 1)/2 modulo p verschiede-

nen Zahlen mit (g) = 1 und im zweiten Fall S?(3™) = 0 mod 2 fiir die m mit

<m) = —1, woraus der Satz folgt. O

p

Hilfssatz 6 Das lineare Komplezititsprofil L(s,, N) modulo p einer Folge (s,)
mit linearer Komplexitdt L erfillt

L(sp, N) > min(N+1—-L,L), N >1.

Beweis: Wir nehmen an, dass L(s,, N) < L. Dann existiert eine ganze Zahl k > 1
mit

L(sn,N)=L(sp, N+1)=...=L(sp, N+ k —1) < L(sp, N+ k) < L(s,) = L.

15



Nach Satz 4 gilt
L(spy, N+k)=N+k— L(sp, N).
Falls L(s,, N) < N +1— L, so erhalten wir
L>L(sy, N+k)=N+k—L(sp,, N)>N+k—(N+1—-L)=L+k—-1>1L

und somit einen Widerspruch. U

Fiir grofe N liefern Satz 6 und Hilfssatz 6 eine Verbesserung von Satz 5.

3.3 Erwartungswert

Hilfssatz 7 Ist L(s,, N) < N/2, dann existiert eine eindeutige lineare Rekursion
kiirzester Lange fiir die ersten N Folgeglieder von (s,), d.h. fir L = L(s,, N) sind
die Koeffizienten cy,...,cr—1 in (4) eindeutig bestimmdt.

Beweis: Setze L := L(s,, N). Angenommen, es gébe zwei verschiedene Rekursi-
onsgleichungen der Form (4) fiir die ersten NV Folgeglieder von (s,,) mit Koeffizi-
enten cq,...,cr_1 bzw. dy, ..., dp_q. Sei

k := max{j | ¢; # d; mod p},
so dass 0 < k < L — 1. Ein Vergleich der rechten Seiten in (4) ergibt
(co—do)sp+ ...+ (ck —di)Spyk =0modp, 0<n<N-L-1.

Da ¢ — di # 0 mod p ist dies eine lineare Rekursionsgleichung der Lénge k fiir
die ersten N — (L — k) Folgeglieder von (s,) und daher

L(su, N = (L—K)) < k. )
Daher gilt L(s,, N — (L —k)) < L(sp, N) und es existiert ein kleinster positiver
Index j < L — k mit L(s,, N — (L — k) +j) > L(sn, N — (L — k)). Anwendung
des zweiten Teiles von Satz 4 ergibt

L(spy,N—(L—k)+j)=N—(L—k)+j— L(sp, N — (L —k)).
Aus (7) und L < N/2 bekommen wir

N
L(sn,N—(L—k)+j)zN—L+j27+j.

Wegen N —(L—k)+j < N erhalten wir L(s,, N) = L > N/2+j im Widerspruch
zu L < N/J2. O

Fiir eine Primzahl p bezeichnen wir ab jetzt mit F,, := {0, 1,...,p—1} den Kérper
mit p Elementen mit Addition und Multiplikation modulo p.

Sei A(N, L) die Anzahl der Folgenabschnitte sg,...,sy_1 € F, der Linge N mit
L(sn, N) = L.

16



Hilfssatz 8
A(N,0) =1
und

A(N’ L) — (p — 1)pmin(2L_172N—2L)
fir1 <L <N.

Beweis: Wir beweisen die Aussage mit vollstdndiger Induktion {iber N. Fiir N =1
ist die Aussage trivial. Wir nehmen an das die Behauptung fiir N gelte und leiten
die Formel fiir N + 1 her.
Sei zunéchst L < N/2.
Nach Satz 4 ist L(s,, N +1) < N/2 nur moglich, wenn L(s,, N + 1) = L(s,, N).
D.h. zu einem Folgenabschnitt (sg,...,sy—1) mit L(s,, N) = L existiert eine
eindeutige lineare Rekursionsgleichung, die sich mit genau einem sy fortsetzen
1aBt. Wir haben also

AN +1,L) = A(N, L)

und die Behauptung folgt nach Induktionsvoraussetzung.
Fiir L > N/2 haben wir nach Satz 4

L=1L(s,,N+1)=L(s,,N)=...=L(sp, L+j)=L+j—L=3j
mit einem 0 < 7 < N + 1 — L. Somit erhalten wir

AN+1,L)
= (p—DAWN,N+1—-L)+ (p—1)pAN,N — L) + ...
+(p—Dp" AL 1) + (p— DpV AL, 0)
— (p _ 1)2p2N+1—2L + (p o 1)2p2N—2L L+ (p . 1)2pN—L+1 + (p o 1)pN—L+1’

woraus die Behauptung folgt. O

Satz 7 Der Erwartungswert fir L(s,, N) ist

Y N N N(p+1)+ "
! ZA(N L)L = 2t (zofl)2 —b W fiir gerade N,
Y T Mg gl N g de N
P 2 T 2prn? P (p+1)2 ur ungerade N .

Beweis: Nach dem vorherigen Hilfssatz gilt

WE

A(N,L)L
L=1
N
_ (p . 1) mein(QLfl,ZNfQL)L
L=1

17



LN/2]

— (p—l) Z p2L 1L+ Z 2N—2LL
—|N/2]+1
[N/2| L
= (-1 ZPQL 1Z1+ Z PN Y
L=|N/2)+1 k=|N/2)+1
N/2) /2] v X N N
_ (p_ 1) Z Z p2L 1 \‘5J Z pQN—2L+ Z Zp2N—2L
k=1 L=k L=|N/2)+1 k=|N/2)+1 L=k

2

Lv/2] p2LN/21+2 _ ok {NJ pAN-LN/2)) 2N—k+1) _ |

+ -
P2 +p p+1 Z p+1

k=1 A
_ [N P22 p pAN2 1 N N|p ( —IN/2]) 1
— 2 | p+ 1 p+1 p2—1 9 st
p N I.N/2 +1) p2 N— LN/2J
+ - 3
(p+1(*—1) p+1
woraus die Behauptung folgt. u

4 Gittertest

Definition 4 Fir s > 1 und N > 2 besteht ein Folge (s,) tber F, den s-
dimensionalen N-Gittertest, wenn die Vektoren {s, —sy | 1 < n < N — s}
den ganzen Raum F, aufspannen, wobei

Sn:(STZ)Sn—I—la"'?S’VH-S—l)) OSTLSN—S

Falls (s,) den s-dimensionalen N-Gittertest besteht so auch alle s’-dimensionalen
N-Gittertests mit s < s und falls (s,,) den s-dimensionalen N-Gittertest nicht be-
steht so auch nicht alle s’-dimensionalen N-Gittertest mit s’ > s. Das grofite s, fiir
das (s,) den s-dimensionalen N-Gittertest besteht bezeichnen wir mit S(s,, N).

Hilfssatz 9 (i) S(s,,N) < S(sp, N +1) < S(s,, N)+ 1.
(i) S(s0, N) < N/2.

Beweis: (i) Falls fiir eine natiirliche Zahl s die s-dimensionalen Vektoren s,, — sy,
n=1,...,N — s, den Raum F, aufspannen, so bleibt dies wahr, wenn wir den
Vektor syi1-s — Sp dazu nehmen und wir erhalten S(s,, N) < S(s,, N + 1).
Setze S := S(sp, N + 1). Der Rank der Matrix

S1 — So "t SN41-8 — So

8§ —8s-1 *° SN — S88-1
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ist S, d.h. die S Zeilen dieser Matrix sind linear unabhéngig. Also sind auch die
ersten S —1 Zeilen linear unabhéngig, woraus S(s,, N) > S—1= S(s,, N+1)—1
folgt.

(ii) Falls N — s Vektoren IF; aufspannen, so gilt N —s > s und daher S(s,, N) <
N/2. O

4.1 Lineare Komplexitit und Gittertest
Satz 8 Es gilt entweder

S(8p, N) =min(L(s,, N), N +1— L(s,, N))

oder
S(Sp, N) =min(L(s,, N),N +1— L(s,,N)) — 1.

Beweis: 1. S(sp, N) < L(sp, N):
Setze L := L(s,, N). Wir diirfen L < N/2 annehmen. Sei

Sptl = CoSp + C1Spy1 + ... + Cr_1Sp41—1 mod p, (8)

0<n<N—L-—1. Wir zeigen, dass (s,) den (L + 1)-dimensional N-Gittertest
nicht besteht. Fiir s,, = (s,,...,8041), n =0,..., N — L — 1, haben wir nach (8)

c:=(co,...,c—1,—1) Ls,

beziiglich des Standard inneren Produktes in F£+1- Daher gilt ¢ L (s, — so),
n=1,...,N—L—1. Wegen ¢ # 0 schlieflen wir, dass die lineare Hiille V' von
{sn—s0|1<n<N-—L-1} nicht F/*" ist. (Grund: dimV < dimV +dimV*+ =
L+1)

2. 8(sp, N) < N+1— L(sp, N):

Setze S := S(s,, N). Dann spannen die S-dimensionalen Vektoren s; — sg, ...,
sn_g — So den Raum IE‘? auf. Daher existieren cy,...,cy_g € F), mit

ci(s1 —s0) +... +cn_g(Sn—s — So) = Sy41—s mod p.
Umordnung der linken Seite der Gleichung ergibt
—(c1+...+env—g)so+ 181+ ...+ cn—gSN—5 = Sy41—s mod p
und wir erhalten L(s,, N +1) < N +1— 5 bzw.
S(5p0, N) <N +1—L(sp, N+1) <N +1— L(sp, N).

Fiir die untere Schranke benétigen wir einige Hilfssétze.
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Hilfssatz 10 Ist L := L(s,, N) < N/2 und
Spil = CoSn + C1Sp41 + ..+ C_1Sprp—1modp, 0<n<N-L-1, (9)

die kiirzeste lineare Rekursionsgleichung fiir die ersten N Folgeglieder von (s,),
so gilt
S(Sp, N) < L(s,, N)

genau dann, wenn
co+aca+...+cr-1 =1modp.

Beweis: Zunéchst zeigen wir, dass die Bedingung ¢y +¢; + ... +c¢c,_1 = 1 mod p
hinreichend ist. Wir addieren

CoSn+1 + (CO + Cl)Sn+2 + ...+ (CO + ...+ CL_2)8n+L_1
auf beiden Seiten von (9) und bekommen

CoSn+1 + (CO + 61>Sn+2 + ...+ (CO + ...+ chl)SnJrL =
CoSn + (CO -+ Cl)Sn+1 + ...+ (CO + ...+ CL71>5n+L71 mod p.

Das heif3t
0# (co,cot+ciyoooycot+...+cp1) L(spp1—sn), 0<n<N-L-1,
und (s,) besteht den L-dimensionalen N-Gittertest nicht, d.h. S(s,, N) < L, da
({sn—s0|1<n<N-s})={spn—81|]1<n<N-—-s}),

wobei (M) die lineare Hiille von M bezeichnet.
Jetzt beweisen wir die Notwendigkeit der Bedingung. Wegen S(s,, N) < L exi-
stiert ein L-dimensionaler Vektor (dy,...,d;_1) mit

0# (doy...,dp—1) L (Spy1—8n), 0<n<N-L-1.

Zunéchst nehmen wir d;,_; # 0 an. Aus der obigen Orthogonalititsrelation be-
kommen wir eine lineare Rekursionsgleichung der Lénge L:

SptL = dZL(doSn + (dy — do)spt1+ ...+ (dp—1 — dp—2)Sp+—1) mod p,

0 <n < N —L—1. Da nach Hilfssatz 7 fir L(s,, N) < N/2 die zugehorige
(normierte) lineare Rekursionsgleichung minimaler Lénge eindeutig ist, bekommt
man

Cco+c1+...+cp 1 = d2£1(d0 —+ <d1 — do) + ..+ (dL,1 — dL,Q)) = 1 mod p.

Schliellich beweisen wir, dass d;_; = 0 der Bedingung L(s,, N) < N/2 wider-
spricht. Sei k := max{j | d; # 0} < L — 1. Dann bekommen wir wieder von der
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Orthogonalitétsrelation eine lineare Rekursionsgleichung der Lénge k 4 1 fiir die
ersten N — (L — 1 — k) Folgeglieder von (s,) und daher

L(sp, N—(L—1-k) <k+1<L.
Jetzt verfahren wir wie im Beweis von Hilfssatz 7 im Teil hinter (7) und erhalten
L(sp, N) = L > N/2 + j mit einer natiirlichen Zahl j im Widerspruch zu L <
N/2. O
Korollar 1 Setze L := L(s,,N). Falls S(s,, N) < L < N/2, so gilt

dim({s, —so | 1<n<N-L})=L-1
und (S, — Sp_1,.--,SN_1 — Sg_1) ist eine Linearkombination der Vektoren
(Sis1 — Siy---sSN—L+i — Si), 1=0,...,L—2.
Beweis: Die Behauptung folgt sofort aus d;_; # 0 fiir alle
(do,...,dr1) € {sp—so | 1<n<N—LH\ {0},
was wir aus dem Beweis von Hilfssatz 10 erhalten. U
Hilfssatz 11 Ist L(s,, N +1) < (N +1)/2, so gilt
S($p, N) > L(s,, N +1)—1.

Beweis: Setze L := L(s,, N+1). Falls (s,) den L-dimensionalen (N +1)-Gittertest
besteht, d.h. S(s,, N +1) > L(s,, N + 1), so gilt nach Hilfssatz 9 S(s,,N) >
L(s,,N+1)—1.

Falls (s,) den L-dimensionalen (N + 1)-Gittertest nicht besteht, so liefert die
Annahme L(s,, N +1) < (N +1)/2 mit Korollar 1, dass der Rank der Matrix

S1 — S0 Tt SN41-L — So

A=

Sp —S8p-1 ¢ SN —S8L-1

gleich L — 1 ist und die letzte Zeile von A eine Linearkombination der ersten
L — 1 Zeien ist. Also ist der Rank der Matrix, die aus den ersten L — 1 Zeilen
von A besteht gleich L — 1. Das bedeutet, dass (s,) den (L — 1)-dimensionalen
N-Gittertest besteht, d.h. S(s,, N) > L(s,, N +1) — 1. O

Hilfssatz 12 Ist L(s,, N +1) > (N +1)/2, so gilt

S($p, N) > N — L(s,, N + 1).
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Beweis: Sei L(s,,, N +1) = (N + k+1)/2 mit k£ > 1. Nach Satz 4 gilt

N+k+1
— s

Nach Hilfssatz 9 haben wir S(s,, N) > S(s,, N + k) — k und wegen L(s,, N +
k+1) = (N+k+1)/2 dirfen wir Hilfssatz 11 anwenden, um S(s,, N + k) >
L(sp, N+ k+ 1) — 1 zu erhalten. Aus diesen Ungleichungen folgt

N 1
S(sn, N) = L(sn,N+k:+1)—k:—1:+—k+_k_1

2
N 1
N — (JFT]H) =N — L(s,, N +1).

L(sy,N+1)=L(sy,,N+2)=...=L(s,, N+ k+1)=

Fortsetzung des Beweises von Satz 8:

3. Aus L(s,, N) < (N +1)/2 folgt S(s,, N) > L(s,, N) — 1:

Ist L(s,, N) < N/2, so erhalten wir Hilfssatz 11 S(s,, N) > S(s,, N — 1) >
L(sp, N) — 1.

Ist L(sp, N) = (N +1)/2, so gilt L(s,, N +1) = (N +1)/2 und die Behauptung
folgt aus Hilfssatz 11.

4. Aus L(s,, N) > (N +1)/2 folgt S(s,,N) > N — L(s,, N):
Aus L(s,,N) > (N +1)/2 folgt L(s,, N) = L(sp, N +1) > (N +1)/2 und Hilfs-
satz 12 liefert die untere Schranke N — L(s,, N) fir S(s,, N). O

Beispiel: (sy,):
111 0-1-1 010.

Die ersten drei Folgeglieder geniigen s,,11 = s,, weswegen L(s,,2) = L(s,,3) =1
und Hilfssatz 10 liefert S(s,,2) = S(s,,3) = 0.

Dann wéchst L zu L(s,,4) = ... = L(s,,8) = 3 und die Rekursionsgleichung
der fiir die ersten acht Folgeglieder ist s,,13 = —Sp11 + Snio. Hilfssatz 10 liefert
S(8n,6) = S(8p,7) = S(sn,8) = 3. Wegen S(s,, N) < S(s,, N+1) < S(s,, N)+1
(Hilfssatz 9) ergibt das S(s,,4) =1 und S(s,,5) = 2.

Die gesamte Folge erfiillt keine Rekursionsgleichung der Lénge 3. Daher gilt
L(s,,9) = 6 und eine einfache Rechnung zeigt S(s,,9) = 4.

N |2]3]4]5]|6]|7|8]9
1[3]3[3]3[3]6
ylfofo[1[2]3[33]4

h
e

3
EE
—_

Hilfssatz 13 Sei (Iy) eine Folge mit l; <0 und Iy <ly_1+ 1 fir N > 2. Gilt

L(sn, N) > Iy fiir N > 2,
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so haben wir
L(sy, N) < N —lIy_y fir N >2.

Beweis: Fiir N = 2 gilt
L(s,,2)<2<2—-1

und fir N > 2 nach Satz 4

L(sp, N) < max(L(sp, N—1),N — L(s,, N — 1))
< HlaX<N —1- lN,Q,N - lN71> =N — ZN,1

nach Induktionsvoraussetzung. U

Satz 9 Unter den Voraussetzungen von Hilfssatz 13 gilt
N
lN—1§S(sn,N)§? fiir N > 2.

Beweis: Kombiniert man Satz 8 und Hilfssatz 13, erhélt man

S(sn, N) > min(L(s,, N),N+1— L(s,,N)) —1
Z min(lN,lN_1 + ].) —1= lN — 1.

S(sn, N) < N/2 folgt direkt aus der Definition. O

4.2 Expliziter Inversionsgenerator

Satz 10 Seien a,b € F,,, a # 0 und sei (y,) die durch y, = an + bmod p, n > 0,
definierte Folge, wobei T = x~ %, x # 0 mod p und 0 = 0 ist. Dann gilt

L(yn, N) > min (%, Z%) :
Beweis: Gelte
Ynil = CL-1Ynsl-1+ ... +coypmodp, 0<n<N-—-L-—1, (10)
mit ¢, ...,cr—1 € Fp. Wir kénnen L < p — 1 annehmen. Wenigstens

min(p, N — L) — (L +1)
verschiedene n erfiillen 0 < n < min(N — L,p) — 1 und
an+t)+b#0modp firalle0<t<L.
Fiir diese n ist (10) dquivalent zu

(an+L)+b) ' =cp(a(n+L—1)+b)" 4+ ...+ (an+b)"! mod p.
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Multiplikation mit

(a(n+7)+Db)

—.

7=0
ergibt
L1 -1 L
H(a(n+j)+b)£ clH a(n+ j) +b) mod p
=0 =0 =0

fir alle n mit 0 <n < N—L—1und a(n+t)+b % 0 mod p fiir alle 0 <t < L.
Daher hat das Polynom

I—1 -1 L
F(X)=—[JaX +5)+b)+> a]]a(X +j)+0)
j=0 =0  J=0
J#l

vom Grad hochstens L wenigstens min(p, N — L) — (L + 1) Nullstellen. Wegen
F(—a'b— L) :—CLLH]— ) # 0 mod p

ist F'(X) nicht das Nullpolynom und wir erhalten
L > grad(F) > min(p, N — L) — (L + 1),

woraus die Behauptung folgt. ([l
Korollar 2

S(Yn, N) > min (%,?) :
Beweis: Satz 9 und Satz 10. O

4.3 Rekursiver Inversionsgenerator

Wir betrachten die folgende Folge rationaler Funktionen iiber [F:
Hyo(X) =X, H;(X):=H;_ WaX P+, j=1,2,..., (11)

mit Koeffizienten 1 < a < p—1, 0 < b < p — 1. Offensichtlich ist diese Folge
rein periodisch. Bezeichne T" die kleinste Periode. Wir beobachten, dass H;(X) =
fi(X)/g;(X) nichtkonstante rationale Funktionen mit Polynomen f;, g; € F,[X]
und max {grad(f;),grad(g;)} = 1, d.h. ggT(f;, g;) = 1, sind. (Wir kénnen jeder

rationalen Funktion der Form 228 die Matrix B

o
dnen. H; ent-
X1 | v o zuordnen. H; en

j
spricht dann die regulére Matrix ( 11) g ) )
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Hilfssatz 14 Fir jedes 1 < k <T und ay, . ..,ax—1 € IF, haben wir
Hy(X) # a1 Hp 1(X) + ...+ agHo(X).
Beweis: Mit vollstédndiger Induktion sieht man mit ¢;(X) := ¢; X + d;, dass
[i(X) = (bej + dj) X + ac;. (12)

Insbesondere, wenn ¢; = 0 dann gilt H;(X) = X und j = 0 oder j > T'. Es folgt
ebenfalls, dass fiir alle ganzen Zahlen j; und j, mit 0 < 77 < jo < T gilt:

88T (g5, 95) = 1.
Falls ggT(g;,,9j,) > 1 fiir ein Paar 0 < j; < jo < T, so gilt
9, (X) =kg;,(X) mit 1<k<p-—1,
[i(X) = K£f;,(X) nach (12) und daher H; (X) = H;,(X). Das impliziert
Hjy1(X) = Hjy (aX 7' +0) = Hy, (aX ™' +b) = Hjp1(X)

und iterativ
Hjy 7, (X) = Hp(X) = Ho(X)
im Widerspruch zu 0 < j; + 7T — 5o < T
Fiir £ = 1 impliziert eine Gleichung der Form
Hy(X) = agHo(X) = apX,
dass
Ji(X) = ao X g(X).

Das irreduzible Polynom g (X) teilt also das Polynom f;(X). Da Hg(X) nicht
konstant ist und max {grad(f), grad(gx)} = 1, bekommen wir grad(fx) = 1 und
grad(gx) = 0 im Widerspruch zu ¢, # 0.

Fiir £ > 1 haben wir eine Gleichung der Form

Hk(X) = ak_lHk_l(X) + ...+ CI,QHU(X).
Bereinigung der Nenner liefert eine Gleichung der Form
gi-1(X)7 -+ g1 (X)* fiu(X) = g (X)Wo(X)

mit nichtnegativen ganzen Zahlen sq,...,s; und einem nicht verschwindenden
Polynom Wy (X). Der irreduzible Factor gi(X) auf der rechten Seite obiger Glei-
chung taucht auf der linken Seite nicht auf, da ggT(fx, gr) = 88T (g;, 9x) = 1 fiir
alle 1 < j <k <T. Dieser Widerspruch vervollstdndigt den Beweis. U
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Satz 11 Die lineare Komplexitit bei N einer Folge (v,), die von einem Inversi-
onsgenerator der Periode t erzeugt wird, gentigt

N-11t-1
L(v,, N) >min | ——, —— | .
(Un, N) mm( 3 5 )

Beweis: Sei L die kleinste natiirliche Zahl mit
Untp =ar 1Vpsp-1+ ... +aw, modp, 0<n<N-L-1

mit ag, ...,ar—1 € Fp. Fiir j > 0 bezeichne F; die Menge der Pole der rationalen
Funktionen Hy, ..., H; definiert durch (11). D.h. |E}| < j. Dann gilt

Un+j = Hj(Un), Un g Ej,
und deshalb

Hp(v,) =ap_1Hp-1(vp)+...+aoHo(vy), 0 <n <min(N-L,t)—1, v, & EL.

(13)
Offensichtlich gilt T" > t. Wir diirfen L < t < T annehmen. Dann ist nach
Hilfssatz 14

H(X) = —HL(X) +CLL_1HL_1(X) + ... +(l0H0(X)

eine rationale Funktion, die nicht identisch Null ist. Die H;(X) = f;(X)/g;(X)
sind nicht konstante rationale Funktionen, wobei f;(X), g;(X) € F,[X] mit

max {grad(f;), grad(g;)} = 1.

Daher gilt H(X) = F(X)/G(X) mit Polynomen F(X),G(X) € F,[X] und
grad(F) < L+1. Andererseits gilt nach (13), dass das Polynom F'(X') wenigstens
min {N — 2L,¢ — L} Nullstellen hat, ndmlich alle v,,, 0 <n < min(N — L, t) — 1,
mit v, ¢ Er, und daher grad(F) > min{N —2L,t — L}. Somit haben wir
L>min{N —-2L,t— L} —1. O
Korollar 3

N—-4 t— 3)

N) > mi -
S (v, )_mm( T

5 Diskrepanz

Definition 5 Sei N > 1 und P eine Menge von Punkten Xo,...,xy_1 € [0,1]*
im s-dimensionalen Finheitsintervall. Die s-dimensionale (extreme) Diskrepanz
Dy(N, P) von P ist

An(J)
N
wobei das Supremum iber alle Teilintervalle J von [0,1)° betrachtet wird, Ay (J)

die Anzahl der Punkte Xo, ..., Xy_1 die in J liegen ist und V (J) das s-dimensionale
Volumen von J ist.

Dy(N, P) := sup
J

—vu)',
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Die Diskrepanz ist ein Maf fiir die Gleichverteilung der Punktmenge.
Fiir die eindimensionale Diskrepanz gilt das folgende Ergebnis.

Hilfssatz 15 Ist P = {zg,...,any 1} mit 0 <zg <z < ...<xn_1 <1, so gilt

1 n . n
Du(N, P) = N B (N B x”_l) R <N B x’“) '

Beweis: Setze x_; := 0 und zy := 1. Dann gilt

AN([U,,U))
PRy =gy e [T T
zj,l<'u§mj
u<v
L)
= max su — (v —1Uu
0<i<j<N zi,1<Iu)§zi N
zj_1<v<z;

u<v

j—i

_ -
= Jax max || T — (xj —xi1)], N (xj—1 — )| )
Mit r, ;== (n+1)/N — z, fir —1 <n < N ergibt sich
D{(N,P) = ! !
(N, P) = pnax max ( \rj = Tiog = e Tje =T + ~
T ot |V T T

Fiir das Maximum iiber alle ¢ # 0 und j # N ergibt sich das Ergebnis. Die Werte
fiir ¢ = 0 oder 7 = N sind kleiner. U

Korollar 4 Fir einen linearen Kongruenzgenerator (x,) mit einem primitiven
Element a von IF, (d.h. a hat die Ordnung p — 1) gilt

2

Dl(p — ]_, {IO, e ,l’p_g}) = —.

p
Beweis: Der lineare Kongruenzgenerator erzeugt die Punktmenge {x, ..., x, 2} =
]l?, ey ’%1} und das Ergebnis folgt nach dem Hilfssatz. 0

Korollar 5 Die Punktmenge

P 1 3 2N —1
1 2N’2N’T 2N

hat minimale Diskrepanz
1
Dl(N, p) = N
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5.1 Allgemeine Diskrepanzschranke

Der folgende Satz fithrt das Problem der Diskrepanzabschétzung auf das Problem
der Abschiatzung bestimmter Exponentialsummen zuriick. Fiir zwei Vektoren x =
(x1,...,25) und y = (y1,...,ys) bezeichne

X'y = Z.ﬁlijj
j=1

das gewohnliche innere Produkt.
Sei p > 2 eine natiirliche Zahl,

C(p) == (=p/2,p/2]NZ, C*(p):=C(p)\{0},
Cs(p) == C(p)* und C7(p) := Cs(p) \ {0}

Satz 12 Se:
Yo, -, YN S IF;

Sei P die Punktmenge yo/p,...,yn—1/p. Dann gilt

s N-—1
1 1
D(N.P)<1—(1-= —(2+1np)° h
s(N,P) < ( p) +N( +Inp) pax nE_Oep( Yn)

Zum Beweis benotigen wir ein vorbereitendes Ergebnis.
Hilfssatz 16 Seien t;,u; € [0,1], j =1,....s, und v € [0,1] mit |t; — u;| < v,

J=1,...,s, so gilt
11t -11w
j=1 j=1

Beweis: Fiir s = 1 ist die Aussage trivial. Wir nehmen ¢,,; > u,,; an. Dann gilt
nach Induktionsvoraussetzung

<1—(1-w).

s+1 s+1

[1t - 11w
j=1 j=1

< (fsr1 — Usyr) Htj T Usta Htj - H u;
=1 =1 j=1

tsr1 — Usyr T uspr(1 — (1 —0)*)

= tsr1(1 = (1 = 0)°) + (tsr1 — usy1)(1 —v)°

< 1-(1=-v)f+v(l—-v)f=1~-(1-0v)

IN

und somit die zu zeigende Behauptung. O
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Beweis (Satz 12): Fiirk = (ky, ..., ks) € Z° sei A(k) die Anzahlder 0 <n < N—1
mit y,, = k mod p. (Die Kongruenz ist koordinatenweise zu verstehen.) Dann gilt

N-1
1
AK) =) = Y e (h-(y.—k)
N
und somit Nt
N 1 —
A(k) — T ep(—h - k) ep(h-yy)
p p heC(p) n=0
Sei jetzt
J = H[uj,vj)
j=1

ein Teilintervall von [0, 1)®. Fiir jedes 1 < j < s wéhlen wir das groite abgeschlos-
sene Teilintervall von [u;,v;) der Form [a;/p,b;/p] mit ganzen Zahlen a; < b;.
Existiert fiir irgendein j kein solches Teilintervall, so haben wir Ay (J) = 0 und
v; —u; < 1/p und daher

An(J) ‘ 1 < 1)S

— V()| =V{)<-<1—-(1—-| .

v v < :
Wir nehmen also jetzt an, dass fiir alle j solche Zahlen a;,b; existieren und
erhalten

An(J) Ak) 1 1L
v V) = > <T_E —i—EH(bj—aj—Fl)—V(J)
k j:l
a]<kj<b]
1 1 N-1
= e Z e,(—h - k) (N e,(h yn)>
heC* (p) %515]-9] n=0
1 S
+—= | |(bj —a; +1) =V (J)
e
Wegen
b] — aj + 1 .
v —u)| < —, 1<75<s,
» (vj — uy) »
liefert Hilfssatz 16
An(J)
—V(J
v
1\ 1 i,
< 1- (1--) — D> ey(h-k) ‘—Zep(h V)
P/ Ppéciw| x n=0




Fiir fixes h = (hy, ..., hs) € CH(p) gilt

S b]'—aj
Z ep(h k)| = Z ep(h k)| = ep(hjkj) .
y 5 Jj=1|k;=0
aj<kj<b; 0<k;<b;—a;
Ist hj =0, so gilt
bj—a;
Z ep(h-k)| =b; —a; +1<p.
k=0

Damit ergibt sich

S

bj—a;

o> bk < > ]| elhsky)

heC(p) ajs,;_gbj heCs(p) j=1 | k;=0
s bj—a;

- H Z ep(hk;)

j=1 \heC(p) | k;j=0

IA

s —1 |bj—a;
1

P+ Z ep(hkj)
k=0

p
h= j

<.
Il
i

(p+p(1+Inp))

A
:m

Jj=1

nach Gleichung (3). Somit bekommen wir

'A]\];\(IJ)_V(J)‘
_ 1_(1_%>s (2+]\1]np) ]::ep(h-yn),

was den Beweis abschlief3t.

5.2 Exkurs iiber Exponentialsummen

Satz 13 Sei f(X) € F,[X] ein Polynom vom Grad 2, dann gilt

p—1

> el f(n))

n=0

S 2p1/2.
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Beweis: Wir benutzen die Abkiirzung S(f) := S-°_{ e,(f(n)). Wegen |S(f)| =
|S(f + ¢)]| fur jede Konstante ¢ kénnen wir f(0) = 0 annehmen.
Fir 0 # X e Fy, p € F,, sei

Sau(X) = X + p) = fp).
Da X — AX + p eine Permutation von F, ist, gilt
S(f/\,,u) = S(f)

Koeffizientenvergleich liefert, dass mindestens p(p—1)/2 der f , verschieden sind.
Es gilt also

-1 p—1
plp—1) 2 S 2 2 _ 2 2
SIS < Y IS@XT )P = 37 S(@X? +bX)S(~aX? — bX)
a,b=0 a,b=0
p—1 p—1
= Z Z ep(am2 + bx)ep(—ay2 — by)
,y=0 a,b=0
p—1  /p—1 p—1
= > (Z ep(a(a® — y2))> (Z ep(b(x — y))) =7,
z,y=0 \a=0 b=0
woraus die Behauptung folgt. 0

Ohne Beweis geben wir die folgende Verallgemeinerung an.

Satz 14 Sei f/g eine rationale Funktion iber F, und v die Anzahl der verschie-
denen Nullstellen des Polynoms g (im algebraischen Abschluss von F,). Ist f/g
nicht konstant, so gilt

S M max(gra ra vF — 1/2
T o(55)| < sttt -2

wobei v* = v und 6 = 1 im Fall grad(f) < grad(g) und v* =v+1 und § =0
anderenfalls.

Beweis: Siehe C. Moreno und O. Moreno: Exponential sums and Goppa codes: I,
Proc. Amer. Math. Soc. 111 (1991), 523-531. O

Wir benotigen noch ein weiteres verwandtes Ergebnis.
Sei g eine primitive Wurzel modulo p. Dann definieren wir fir m =1,...,p — 2

Xm(g") ==ep1(mn), n=0,...,p—2,
und x,,(0) := 0.
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Satz 15 Fir ein Polynom f(X) € F,[X] gilt
> en(f(@)xm(@)| < grad(f)p'/>.
z€Fy

Beweis: Siehe W.M. Schmidt, Equations over finite fields. O

5.3 Linearer Kongruenzgenerator
Sei Yn+1 = ay, mod p, n > 0, mit a,yo € Fy :=F, \ {0}, d.h.
Yn = anQOa n > 07

und x, = y,/p, n > 0, eine Folge von linearen Pseudozufallszahlen. Sei t die
Ordnung von a modulo p. (D.h. (y,) ist t-periodisch.) Fiir A € F, und N mit
1 < N <t betrachten wir die Exponentialsummen

N-1

Sy = Z e (hyn) .

Satz 16 Ist h # 0, so gilt

Beweis: Es gilt

t—1
[Sil = [D e (hyoa™)
n=0
t
= -3 -1+ Z ep (hyox(p_l)/t)
p= z€lF,
t -1
< — (1 + (p— - 1) p1/2) <p'/?
p—1 t
nach Satz 14. 0

Satz 17 Ist h # 0, so gilt

ISn| < (p*4+1)(2+1nt) firl < N <t.
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Beweis: Wir haben

t—1 N-1 g
Svo= ey 31 S elmln — k)
n=0 k=0 m=0
| LNl t—1
= 7 ( et(—mk)> ( ep(hyn)e(mn)
m=0 \ k=0 n=0
N | =L /N t—1
= - ei(hy,) + i e (—mk) ep(hyn)er(mn)
n=0 m=1 \ k=0 n=0
und daher
N | LNl t—1
[Snl < — 18 + 2 ci(mk)| > ep(hya)e(mn)| . (14)
m=1 | k=0 n=0
Firl <m<t—1gilt
t—1 t—1
Z ep(hyn)er(mn)| = Z e, (ha™yo)e(mn)
n=0 n=0
t
S 1%; ep ("™ o) Xon(p-1) ()
S p1/2 + 1
nach Satz 15. Somit ergibt sich
t—1 |[N-1 t—1 t—1 |[N-1
ST elmk)| > ep(hyn)e(mn)| < (V2 +1)Y D ey(mk)
m=1 | k=0 n=0 m=1 | k=0

< (P 4+ 1)t(1+1nt)

nach (3). Mit Satz 16 erhalten wir aus einem analogen Ergebnis zu (14) mit ¢
statt p

N
1Sy < 7p1/2 + (P2 +1)(1+Int)),

woraus der Satz folgt. U

Korollar 6 Fir P={x,:0<n<t—1} gilt
1
Di(N,P) < =+ N 'p"? +1)(2+1Inp)(2+1nt), 1< N <t
p
Beweis: Satz 12 und Satz 17. O
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5.4 Expliziter Inversionsgenerator

Sei y, = an+bmodp, n > 0, und =, = y,/p, n > 0, eine Folge von explizit
inversen Pseudozufallszahlen. Fir hg, hy, ..., hs—y € Fp, und N mit 1 < N <p
betrachten wir die Exponentialsummen

N-1 -1
SN = Z €p (Z hjxn—l—j) .
n=0 §=0
Satz 18 Sind hg, hy, ..., hs_1 nicht alle 0, so gilt

1S, < (25 — 2)p' /2 4+ 5+ 1.

Beweis: Wir konnen s < p annehmen. Dann gilt

1S, = Z ep (Z_: hja(n+ j) + b)

nek, j=0

S S _|_ Z ep <m> ,
neFPvg(n)7£0
mit
s— s—1

f@)y=> "h; ] (alz+j)+0b)
1=0 7=0,57#1

und
s—1

g(z) = [ [ (alz + 5) + ).

J=0

Nach Voraussetzung existiert ein 0 <i < s —1 mit h; # 0. Wegen

f(=a™b—1i) #0
ist f/g nicht identisch 0. Daher gilt grad(f) < grad(g) und f/g ist nicht konstant.
Wir koénnen also Satz 14 anwenden, um die Behauptung zu erhalten. 0

Satz 19 Sind hg, hy,...,hs_1 nicht alle 0, so gilt

1Sn| < s(2p? +1) (2 +1np) firl < N < p.
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Beweis: Wir nehmen wieder s < p an. Mit o, :== )" h;x,4; haben wir

Sy = Z ep(on)

und daher

N
[Sn| < 5|Sp|+

Fiir h # 0 gilt

piep (ihia(n—i-z')ij—i-hn)‘

n=0 =0

|z o)

nEIFIN.Q(n)?é g(n)
mit
s—1 s—1 s—1
fo)=hx [Jlalz+5) +0)+ > hi [ (alz+3)+0b)
J=0 =0 j=0,j7i

und
s—1

g(z) = [ [(alz +5) + ).

§=0
Wir verifizieren wieder, dass f/g nicht konstant ist. Satz 14 ergibt

p—1 |N—-1 p—1 p—1 |[N—1
D ep(ht)[ D eplon+hn)| < s@p7+1)D 1D ey(ht)
h=1 | t=0 n=0 h=1 | t=0

< s(2p"? + 1)p (1 +1np)
nach (3). Mit Satz 18 erhalten wir

N
|Sn| < ?((25 2 2 s+ 1) +s(2p2+ 1) (1 +1np).

Einfache Rechnungen ergeben den Satz.

Korollar 7 Fiir P = {(xn, ni1, -+ Tpis1:0<n<p—1} gilt

1 S
D,(N,P)<1- (1 - —) + N71s(2p"2 + 1) (2 + Inp)**L.
p
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5.5 Rekursiver Inversionsgenerator

Sei y,4+1 = ay, + b, n > 0, ein rekursiver Inversionsgenerator mit Periode ¢ und
seien x,, = y,,/p, n > 0, (rekursive) inversive Pseudozufallszahlen. Fiir 1 < N <t
und hy, ..., hs_1 € F, definieren wir

N-1 s—1
Sxi=) e (Z hjyn+j> :
n=0 j=0
Satz 20 Sind nicht alle hg, ..., hs_1 gleich 0, so gilt
1Sn| < (VB +1)sY2NY2H4 1< N <t
Beweis: Definiere die Permutation ¢ von F, durch

_JaxTt+0b, 2 #£0,
P(x) .—{ b, v =0, z € I,

Fiir eine ganze Zahl m sei ¢™ die mte Iteration von . Dann gilt

Yn = V" (Y0), n>0.

Fiir eine ganze Zahl k£ > 0 gilt

N-1 s—1
SN - Z Cp (Z hjyn+k+j>
n=0 j=0

< 2k.

Fir K > 1 gilt

K-1
kE=(K—-1)K/2
k=0
und somit
K-1 N-1 s—1 N-1 s—1
w15 = |3 (5v= S0 (Smmere) + X (St ) )
k=0 n=0 7=0 n=0 7=0
< W+ (K-1)K (15)
mit
N-1K-1 s—1
W= €p Zhjyn+k+j)
n=0 k=0 =0
N—1|K-1 s—1
< ©p Z hjyn+k+j>
n=0 | k=0 =0
N-1|K-1 s—1
= ¢ Zhjw’“wyn)) ' -
n=0 | k=0 =0




Mit der Cauchy-Schwarz Ungleichung erhélt man

Z_ €p <i hjwk+j (yn)>

N-1

W2§NZ
0

VAN
=
g

Sei 7 := min{j : h; # 0}. Da ¢"™*D eine Permutation ist gilt

K—-1 p—1

W2 <N Z Zep (Zh wk—‘r] r—min(k,l) ( ) ,[l)l—&-j—r—min(k,l)(w))) )

k,l=0 w=0

Fiir £ = [ ist die Summe iiber w gleich p und fiir k£ # [ wenden wir Satz 14 an.
Fiir m > 1 existieren vy, B, Ym(# 0), 6, so dass

W + B,

~ w—i—5 ) wg{_ﬁ)/l_l(Sla?_fY;fé‘m}

P (w) =

(vgl. Beweis von Hilfssatz 14). Somit lésst sich

s—1
Z hj(d)k—i—j—r—min(k,l) (w) o wl—l—j—’r—min(k,l) (w))

j=r

fur alle bis auf hochstens K +s—1 verschiedene w als rationale Funktion f(w)/g(w)
schreiben mit Polynomen f, g, die grad(g) — 1 <grad(f) < 2s erfiillen. Zusam-
mengefasst ergibt das

W2 < N(Kp+ K*((4s — 2)p? + K 4+ s — 1).

Jetzt withlen wir K := [p'/?] und erhalten

W2
25 <N V2 4 (45 = 1)p*2 + 5).
Da das Ergebnis sonst trivial ist, diirfen wir s < p'/? annehmen und bekommen
mit (15)
Syl < (4s + 1)VENZp 4 pl/2,

Nehmen wir weiterhin N > p'/? an, so folgt das Ergebnis. U

Korollar 8 Fiir P = {(xn, Tni1,. - Tnis—1) : 0 <n <t —1} gilt

D¢(N,P)<1— (1 - Z;) + (V5 4+ 1)N~Y2512p12(2 4 Inp)®.
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6 Weitere Bemerkungen zu Inversionsgenerator
und Legendre-Folge

6.1 Maximale Periode des rekursiven Inversionsgenera-
tors

Satz 21 Ist v ein primitives Element von F2 (d.h. 7y ist Losung der Gleichung
X?"~1 =1 mod p aber keiner Gleichung X™ =1 mod p mit 1 <n < p?—2). Fiir
a=—~"" und b = v+ P hat die Folge y,.1 = ay, + b die Periode p.

Beweis: 1. Die Folge ¢ =0, ¢; = 1, ¢,19 = bcpiq + acy,, n > 0, hat die kleinste
Periode T' = p? — 1. Wegen

) T-1
1=Y")> Y =D e, Y
n=0 n=0

und .
(1-bY —aY?)) e Y" =Y
n=0
folgt
T—1
L=Y"Y =(1-bY —a¥?)> e, Y™
n=0

Daher muss 1 — bY — aY? das Polynom 1 — Y7 teilen bzw. (Ubergang von Y zu
X =Y"1 X2-bX —a teilt XT — 1. D.h. die Nullstelle ¥ von X? —bX — a muss
eine Nullstelle von X7 — 1 sein. Da v ein primitives Element von F,2 ist, muss
T = p? — 1 gelten.

2. Mit 9 := (y — ~P) 71 gilt
Cn =0y PP n > 0.

Firn=0giltcg =9+ = (y—7°)"'+(? =)' = 0. Fir n = 1 gilt
c1 =9y + 9P = (1 — P H71 4 (1 —417P)71 = 1. Gelte ¢, = 9" + IP4P" fiir
n > 0, so erhalten wir

Cny2 = bepyr +acy,
= by IPAPED) (99" 4 9Py
= (7 a0 4 by ay )R
19,}/11+2 + 19p,yp(n+2)'
3. Wir haben ¢,, #0, 1 <m < p.
Angenommen, es wire ¢,, = 0 mit 1 < m < p. Dann wiirde nach 2.
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und somit Cpy(p—1)m = Cn, 7 > 0, gelten. Damit wire die Periode von ¢, aber
héchstens (p — 1)m < (p — 1)p < p? — 1 im Widerspruch zu 1.

4. Mityo=0¢gilt y, =c;'cpi1 #0, 1 <n<p—1.
Wir haben y; = b = ¢; ‘¢, # 0 und induktiv
Yni1 = ay, ' +b = (acy, + bcpi1)Ciq = CpiqCnta 7 0.

Da yo = 0 aber y,, # 0 fiir n =1,...,p — 1 muss die Periode gleich p sein. 0J

6.2 Berechnung
Das Legendre-Symbol kann man folgendermafien berechnen:
(2) = n®Y/2 mod p.
p
Nach dem kleinen Fermat ldsst sich das Inverse von 0 # = € [F, als

7' =22 mod p
berechnen. In beiden Féllen miissen wir also Potenzen modulo p finden. Dieses
kann mit wiederholtem Quadrieren effizient durchgefiihrt werden.
Berechnung von n* mod p:
Wir berechnen zunéchst

n,n°,n ,...,th mod p  mit t = |log, k.

Sei k= by + 2by + ...+ b2', by, ..., b € {0,1} die Bitdarstellung von k, so gilt

k bo

nk = pbop2h

2tb,

n='...n"" mod p,

d.h. wir bené6tigen héchstens ¢ weitere Multiplikationen modulo p.

Zur Bestimmung des Inversen kann man alternativ den Euklidischen Algorithmus
benutzen. Zur Berechnung des Legendre-Symbols ist das quadratische Rezipro-

zitétsgesetz
(?Z) — (—1)P-Dla-D/4 (2)
q p

(zusammen mit dem Ergéinzungsgesetz (%) = 1 genau dann, wenn p = £+1 mod

8) hilfreich.
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7 Weitere Generatoren

7.1 Explizite inversive und nichtlineare Generatoren

Sei [F, ein endlicher Kérper mit ¢ = p” Elementen, wobei p eine Primzahl ist.
Dann ist F, ein r dimensionaler Vektorraum iiber IF,. Sei {3, ..., 3.} eine Basis
von [, iiber F,, so ordnen wir die Elemente &, ..., &,—; von F, auf folgende Art:

§n =101 +n2f+ ...+ 0.0, (16)

wenn

n=ny+np+...+np Y, 0<n,ng ..., n. <p—1.

Auflerdem setzen wir 4, = &,, n > 0. Explizite inversive bzw. nichtlineare
Generatoren sind dann von der Form

My =aé, +b, n>0, 0#abel,
bzw.

nn:f(gn)a n >0,

mit einem Polynom f {iber F, vom Grad hochstens ¢ — 1.
Ist ¢ ein Teiler von ¢ — 1, so kann man auch ¢-periodische explizite inversive bzw.
nichtlineare Generatoren definieren:

M =ay"+b, n>0, abelF, ab#0,

bzw.
nn:f(’yn)7 n >0,
mit einem Polynom iiber F, vom Grad hochstens ¢t — 1, wobei v € F, ein Element

der Ordnung ¢ ist.
Aus der Folge (n,) tiber F, bekommt man dann eine Folge (z,,) im Einheitsinter-

vall durch .
o=y p
wenn -
M =B+ 0P8+ 08, 0<p, ) <p-—1.

7.2 Verallgemeinerungen von Legendre-Folgen und Sidelnikov-
Folgen

Mit der Anordnung (16) konnen wir verallgemeinerte Legendre-Folgen definieren:

;o 0, es gibt n € F, mit &, = n?,
" 1, sonst.
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Sind p und r verschiedene ungerade Primzahlen, so definieren wir den Zwei-
Primzahlen Generator (z,) durch

- 1, (5) (;) = —1 oder p teilt n u. n # 0 mod pr, n=01.....
0, sonst,
Ist g eine primitive Wurzel modulo p, dann ist die Sidelnikov-Folge (s,) durch
gty
Sp 1= L (P ) 1’n:O,l,...,
0, sonst,

definiert. Sidelnikov-Folgen haben die Periode p — 1.

7.3 Potenzgenerator und quadratischer Kongruenzgene-
rator

Der Potenzgenerator (p,) wird rekursiv definiert durch
Pnt1 = pr mod m, n Z 07

mit einem Startwert py € Z und einem ganzzahligen Exponenten e > 2. Im Fall
e = 2 wird dieser Generator auch Blum-Blum-Shub Generator genannt und im
Fall ged(e, p(m))=1, wobei ¢ die Euler-Funktion ist, heisst er RSA Generator.
Der quadratische Kongruenzgenerator ist von der Form

Qi1 = aq> + bg, +cmodm, n >0,
mit einem Startwert qq.

Beide Generatoren sind spezielle (rekursive) nichtlineare Kongruenzgeneratoren.

7.4 Nichtlineare Generatoren héherer Ordnung

Um léngere Perioden zu erhalten, kann man auch (rekursive) nichtlineare Kon-
gruenzgeneratoren der Ordnung k > 1 definieren:

Ynt1 = fWUns Yn—1,- - s Ynt1-k), 1 >0,

mit Startwerten yo,...,y,x—1 € F, und einem Polynom {iiber F, in k£ Variablen.

7.5 Exponentialgenerator und quadratischer Exponenti-
algenerator

Der Ezxponentialgenerator ist durch

€n
€ny1 =9 n > 07
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mit einem g € F; und einer natiirlichen Zahl ey definiert.
Der quadratische Exponentialgenerator (q,) ist definiert als

mit einem Element g € F,.

7.6 Folgen iiber elliptischen Kurven

Ist E eine elliptische Kurve iiber F,, p > 5, und P € IF]% ein Punkt der Ordnung
t auf E. Ist f ein bivariates Polynom iiber F,, so kann man folgendermaflen eine
Folge iiber F, definieren:

Yo = f(nP), n>0.

Insbesondere wéhlt man f(z,y) = x oder f(z,y) =y.

8 Lineare Komplexitit von Sidelnikov-Folgen

8.1 Maximale Lineare Komplexitit iiber [y

Wir starten mit Hilfssatz 3. Ist p — 1 = 2°r mit einem ungeraden 7, so gilt
Xrl_1=(X"-1%.

D.h. zur Bestimmung der linearen Komplexitidt miissen wir die Anzahl (in Viel-
fachheiten gezihlt) der gemeinsamen Nullstellen von X" — 1 und SP7!1(X) =
ﬁ;g 5, X" bestimmen. Wir beschrianken uns auf einen Fall, in dem 1 die einzige

gemeinsame Nullstelle ist.

Hilfssatz 17 Ist r eine ungerade Primzahl, so dass 2 eine primitive Wurzel
modulo 7 ist, und 3 # 1 eine Nullstelle von X" — 1. Dann sind die Potenzen
B3,6%, ..., 8"  linear unabhingiqg iiber Fs.

Beweis: Wir haben Fy(3) = Fan, wobei n die Ordnung von 2 modulo 7 ist,
d.h. nach Voraussetzung n = r — 1. Eine (Polynomial-)Basis von Fy,—1 ist dann
{1,8,...,3"?}. Offensichtlich ist dann auch {3, 52, ..., 377!} linear unabhingig. OJ

Hilfssatz 18 Ist r > p'/? + 1 eine ungerade Primzahl, so dass 2 eine primitive
Wurzel modulo r ist. Dann gilt fir jede Nullstelle B # 1 von X" — 1

SPH(B) # 0.
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Proof. Wegen " =1 gilt

p—2 r—1 (p—1)/r—1
SPH(B) = ngm Z Z sniir".

Der kleinste Rest von (p — 1)/2 modulo r ist 0. Nach dem vorherigen Hilfssatz
sind 3,...,4" ! linear unabhingig iiber Fy. Dann folgt aus SP~!(3) = 0 und
1+8+...+57 =0

(p—1)/r—1 (p—1)/r—1
Z Sh4jr = Z Sjr, hzl,...,r—l.
j=0 j=0

Nach Definition der Sidelnikov-Folge gilt
s g"+1
= (), nr -2

p
und
(p—1)/r—1
I[[ @x+1n=1-x¢"r
=0
Daher hat
(=)= snes (p_ﬁr_l (ghﬂr : 1> <1 _—gh(pl)/r)
_— J= T =
p D

7=0
fiir alle h =1,...,r — 1 den selben Wert. Summation iiber h ergibt

r—1 — p—
1—ghtv 1)/7“) ( ghw=1/r )
> (4 )

h=0

< r ((p—l —1)p1/2+1) < pl/?
p—1 r

nach Weil’s Schranke (Hilfssatz 1) im Widerspruch zur Annahme fiir r. 0

r—1 =

Wir brauchen unter gewissen Voraussetzungen also nur noch die 1 als Nullstelle
von SP~1(X) zu untersuchen.

Hilfssatz 19 Ist p = 3 mod 4, so gilt SP71(1) # 0.
Beweis: Nach Definition der Sidelnikov-Folge gilt
-1
SP=1(1) = P
S SR
(552)=1

Somit ist 1 genau dann eine Nullstelle, wenn p = 1 mod 4. ([
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Satz 22 Ist p = 2r+1 mit einer ungeraden Primzahl r, so dass 2 eine primitive
Wurzel modulo r ist, so hat die Sidelnikov-Folge die maximale lineare Komplexitit
iber Fy

L=p—-1.

Beweis: Nach den vorherigen Hilfssitzen haben SP~'(X) und X?~! — 1 keine
gemeinsame Nullstelle, wenn 7 = (p — 1)/2 > p*/? + 1. Dies ist erfiillt fiir p > 11.
Der verbleibende Fall p = 7 kann leicht direkt iiberpriift werden. (Fiir p = 3 ist
r = 1 keine Primzahl). O

8.2 Lineare Komplexitéit iiber I,

Hilfssatz 20 Sei g eine primitive Wurzel modulo p, f € F,[X] ein Polynom vom
Grad hiochsten p — 2 und (y,) definiert durch

Yn = f(g"), n=>0.

Die lineare Komplexitit von (y,) tdber F, ist mindestens gleich der Anzahl der
von Null verschiedenen Koeffizienten von f.

Beweis: Sei w die Anzahl der von Null verschiedenen Koeffizienten von f. Wir
nehmen an das L < w. Sei

Yntl = CL-1YntL—1F ... +CoYn, n=>0,

oder gleichwertig

flg"g") =craf(g" 'g") + ...+ cof(g"), n>0.

Somit hat mit ¢; := —1 das Polynom
F(X):=cof(¢"X)+craflg" ' X) + ... +cof(X)

mindestens p — 1 Nullstellen (1,g,...,¢?"2). Wegen grad(F) < grad(f) < p—2
ist F identisch 0. Sei jetzt f(X) :=>" ;X7 mit 0 < ji < ja < ... < ju < p—2
und aq - - - a,, # 0. Wir haben also

w

L w L
0= F0) =Y 0> ad X =3 a (Z g> i
i=1 =0

=0 i=1

Wegen a; # 0 liefert Koeffizientenvergleich

L
lji — -

E g’ =0, i=1,...,w.

1=0
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Die Matrix (¢¥),i=1,...,L, 1 =0,...,L — 1, ist eine (regulire) Vandermonde
Matrix und somit ¢y = ... = ¢z, = 0 im Widerspruch zu ¢, = —1. ]

Die Sidelnikov-Folge aufgefasst als Folge iber IF,, 148t sich folgendermaflen schrei-
ben:

1 - . -
sno= 5 (0" )T = (" + )T
(p—1)/2 p—2
1 —1 —1)/2 . -1 ,
= — |1+ E <(p . >_((p )/ ))g”j—F E (p . )g’”
2 — J J - J
J j=(p+1)/2
modp.

Nach dem vorherigen Hilfssatz ist die lineare Komplexitét {iber I, der Sidelnikov-
Folge also

wobei N die Anzahl der Losungen j = 1,...,(p —1)/2 von
<p - 1) ((p —-1)/2
j :

J
Satz 23 Die lineare Komplezitit tiber F), einer Sidelnikov-Folge ist mindestens
(p—1)/2.

)modp

ist.

9 Lineare Komplexitéit iiber verschiedenen Mo-
duln

In diesem Abschnitt ist sg, ..., sy_1 ein ganzzahliger Folgenabschnitt. Analog zu
Definition 3 kann man die lineare Komplexitit dieses Folgenabschnittes iiber Z
und modulo m fiir eine (nicht notwendig prime) ganze Zahl m > 2 definieren.
Wir bezeichnen mit L die lineare Komplexitat iiber Z von (s,) bei N und mit
L,, die lineare Komplexitdt modulo m bei .

Satz 24 Sei h eine natirliche Zahl und
s/ <h, i=0,...,N—1.

Dann gilt fir m > 2,

1
L, >———min{L, m/h—1}.

™= 2log, m
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Beweis: Setze Z,, := {—[m/2[+1,...,|m/2]}. Wir diirfen m > h annehmen, da
die Aussage sonst trivial ist. Sei [ := L, und

Sl = C-18p41-1 + - - - + CoSp, mod m, n=0,...,N—[—1.

Fiir jede ganze Zahl k£ > 0 gilt

-1
Sn+kEZCj7k5n+j mod m, n=0,...,.N—k—1, (17)
=0

mit einem Vektor c; := (co,--.,c-1x) € ZL,. Setze r := [2l1log, m]. Wir diirfen
r < m/h annehmen. Wir betrachten die folgenden 2" Linearkombinationen mit
0, 1-Koefficienten

Zekck, (60,...,6771) c {0,1}T (18)

Alle diese Vektoren sind im [-dimensionalen Wiirfel [—r([m/2] —1),r|m/2]]' und
haben daher héchstens

(r(m — 1)+ 1) < (rm)t < (m?/h)F <m? <2
verschiedene Werte. Daher miissen wenigstens zwei Vektoren (18) zusammenfal-

len. Die Differenz irgendeines Paares solcher Vektoren ergibtthat

r—1

Zdth =0modm

k=0

mit einem Vektor (dy,...,d,_1) € {—1,0,1}"\ {0}. Sei t < r —1 der grofite Wert
von k mit d # 0. Mit (17) bekommen wir

t -1 -1

t t
Z o — Z dy, Z CjkSntj = Z Sntj Z dicjr = 0 mod m, (19)
k=0 k=0 =0

j=0 7=0

fiir jedes n =0,..., N —t — 1. Nach Wahl von r haben wir ebenfalls

t
g diSntk

k=0

<rh<m, n=0,..., N—t—1,

und die Rekursionsgleichung (19) gilt tiber Z. Benutzt man d; = +1 und daher
d? = 1, erhalten wir

t—1
Sp+t — — g dtdk5n+k
k=0

firn=0,...,N—t—1. Daher L <t <r—1 < 2[log, m, was zum gewiinschten
Ergebnis fiihrt. U
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10 Lineare Komplexitit weiterer Generatoren

10.1 Explizit nichtlinearer Generator der Periode p

Sei y, = f(n), n > 0, mit einem Polynom f € F,[X] vom Grad kleiner p.
Satz 25 Die lineare Komplezitdt iber F, der Folge (y,) ist
L > deg(f)+1.

Beweis: Sei f(X) = Zfz):o agX? mit ap # 0. Wir nehmen L < D an. Mit
cr = —1 gelte

L
chynH =0, n>0.
1=0

Also hat das Polynom
L

F(X) =Y af(X+1)

1=0
vom Grad hochstens D < p mindestens p Nullstellen und ist somit das Nullpoly-
nom. Es gilt also

L D L D d d
0 = Zqzadumdzzqzadz( )szXJ
=0 d=0 =0 d=0 j=0 J
D D d L
=y (Z ad( ) chld‘J> X/
j=0 \d=j Y —

und somit

D L
d A
OD—j ::Zad(]) chld_J =0, 7=0,...,D.

j=0 1=0

Wir definieren rekursiv 7y := oy und

7j—1 . -1
_ D—j+k\ (D .
T =0 —ap E aDj+k< l;:] )(k) T, 1<j<D
k=0

und zeigen mit vollstédndiger Induktion

D\ &
Tj:CLD(j>E all =0, j=0,...,D.
1=0

Wegen ap (?) # 0 folgt also ZZL:O aql’ =0,j=0,...,D und da die Vandermonde
Matrix (n?) regulir ist co = ... = ¢z = 0 im Widerspruch zu ¢, = —1. O
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10.2 Legendre Folge iiber I,
Fiir die Legendre-Folge gilt
% (np’l — n(pfl)/Q) mod p, n >0,

und nach dem vorherigen Kapitel gilt fiir die lineare Komplexitit modulo p der
Legendre-Folge

L

L =np.

10.3 Quadratischer Exponentialgenerator
Sei g € [ ein Element der Ordnung 7 und (u,) die durch
un =g", n>0,
definierte Folge. Diese Folge ist rein periodisch mit Periode 7/2 <t < 7.

Satz 26 Die lineare Komplexitit L(N) modulo p bei N der Folge (u,,) erfillt

in{N.t
L(N) > [%W . N>1.
Beweis: Sei L die kleinste natiirliche Zahl mit
UntL = CL—1UnyL—1 T - .- F Coln, 0<n<N-L-1
Verifiziere
Unir = gF ung®™,  1n>0. (20)

Mit ¢;, ;= —1 und b; := ngCl fiir 0 <[ < L gilt
brg®™ 4+ .. +by =0, 0<n<N-L-1.

Ist 7 gerade, so sind die Elemente 1, g2, ¢*, ..., g7 2 verschieden, und ist 7 un-
gerade, so sind 1,92, g%, ..., g* 2 verschieden. Also hat das Polynom F(X) :=
b XL+ ...+ by vom Grad L mindestens min {N — L, 7/2} Nullstellen, wenn 7 ge-
rade ist, und mindestens min { N — L, 7} Nullstellen, wenn 7 ungerade ist. Wegen
t < 7 erhalten wir das Ergebnis. OJ

11 k-Fehler lineare Komplexitéit

Sei (sy,) eine t-periodische Folge iiber F,. Das Gewicht w(s,) der Folge ist die
Anzahl der 0 < n <t — 1 mit s, # 0. Die k-Fehler lineare Komplezitit von (s,)
ist defniert als

Li(s,) = ogg(lzi,{l)gkL(S" +2z,), 0<k<t
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11.1 1-Fehler lineare Komplexitéit der Legendre-Folge iiber I,
Satz 27 Fir die Legendre-Folge (1,,) tiber F, gilt
Li(l,) > (p+1)/2, p>5.

Beweis: Sei 2 ) die p-periodische Folge mit

1, n =k mod
(k) - ) b, _ .
S {07 sonst, k=0,...,p—1.
Es gilt
:M =1—(n—kP ' modp
und

1

A i(np*1 —nP V2 L —a(n—k)PL, z T,

Ist © # 1/2, so hat diese Summenfolge nach Satz 25 die maximale lineare Kom-
plexitit p. Ist = 1/2 und k # 0, so gilt

p—2
—1 o
2l + 2Py = —nP7D2 11 - (p , >(—k;)p1]n9.

=0\ J

Die Summenfolge lasst sich also fiir p > 5 mit einem Polynom vom Grad p — 2
beschreiben und nach Satz 25 ist die lineare Komplexitdt mindestens p — 1. Fiir
x=1/2und k =0 gilt

1
I, + 20 == (1 —p-0/2 d
+ z, 5 ( n ) mod p
und die Folge hat lineare Komplexitiat L > (p +1)/2. O

11.2 1-Fehler lineare Komplexitéit der Sidelnikov-Folge iiber F,

Satz 28 Fir die Sidelnikov-Folge (s,,) tber F, gilt

p—3
L1(8n> 2 T
Beweis: Analog dem vorherigen Beweis definieren wir

zﬁf’) :zl—(g”—gk)p_l, 0<k<p-—2,n>0.

Dann gilt
1
sn—l-xzr(bk) = 5 (g —l—l) (g"+1)(p 1)/2)_|_$ (gn_gk>p*1
(p—1)/2
_ (! S (- ) _L(@=D/2)Y
ERCE L : 9
j=1 ‘7 J
- 1
—k ;
T Z ( j ) (2 Jx) ",
Jj=(p+1)/
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Ist © # g" /2 fiir j = (p+1)/2,...,p— 1, so gilt nach Hilfssatz 20
L(s, +z2%) > (p—1)/2.

Ist = g0 /2 fiir ein (p+1)/2 < jo < p—1, so gilt (1/2 — g7*x) = 0 genau
dann, wenn kj = kjo mod p — 1. Mit d := ggT(k,p — 1) ist das dquivalent zu

o p—1
= d——.
J = Jo Ino d
Dann sind hochstens ( /2
p —
- 2| =1[d/2
o] =

Koeffizienten zu j = (p+1)/2,...,p — 1 gleich 0 bzw.

g

zuj=1,...,(p—1)/2 gleich 0. Daraus folgt
L(su+22") 2 p—1—((p—1)/2~d/2] +[d/2]) 2 p—=1~(p+1)/2 = (p—3)/2

und somit der Satz. O
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