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Lebvenslauf.

Teh wurde am 22.10.1942 in Innsbruck als Sohn des Gendar-
meriebeanten Josef uchberger und dessen Frau Katharina
cevoren. Ich cesuchte die Volksschule und eine Klasse der
Haiuntschule in Innsoruck, wechselte dann in die zwelte
¥legge des I. undes-Realgymnasiums in Innsbruck #ber und
maturierte dort am 2.6.1960. Seit dem Wintersemester 1960/
51 vin ich an der hiesigen Leopold-Frangzens-Universitat

mit den Pichern Mathemsatik /Hauptfach) und exwerimentelle
Physik (Nebenfach) inskriociert. Meine Ausvildunz verdanke
jch den Vorlesungen und Anleitungen zur wissenschaftlichen
Arseit des Herrn Professor Grobner, den mathematischen Vor-
lesungzen der Herrsn FProfessoren Schatz und Loehs und den
Vorlesungen iber Physik bei den Herren Professoren Stein-
maurer und Eolb. Seit d2m 1.7.1964 oin ich als WHE in der
Rechenanlagze (Institui fur theoretische Physik). beschidftigt.



1., Enleitung.

Der Restklagsenring eines nulldimensionalen Polynomideals
in KLx 2 xa) Dat die Strukitur eines hyperkomplexen Sys-
tema mit endlich vielen Basiselementen. In der vorliegen-
den Arceit =20ll ein Alzorithmus naher untersucht werden,
der won Professor Wolfgang Groovner in einer wissemschaft-
lichen Anleitungsstunde im Frithjahr 1964 angegeben wurde,
um diese Baigelemente aus den erzeugenden Polynomen eines
Pclynomideals overechnen zu X&nnen. Die Untersuchung des
Algorithmus verfolzt zunidchst das Ziel, kriterien fir das
Abbrechen des Algorithmus zu finden {Abschnitt 4 und 8)
und ihn soweidt zu systematisieren, dal er fir eine Behand-
lung mit elektronischer Rechenanlage zuginzlich ist (Ab-
schnitt 4, 6 und 9). Dabei ronnten noch gewisse innewoh-—
nenden GesetzmiBfigkeiten herausgestellt werden, die eine
Anwendunz auf die Berechnung der Hilvertfun:ution eines be-
liebigen Polynomideals nahelegen {(Abschnitt 5 und 7).

Mein aufrichtiger Dank gilt Herrn Prof.Dr.Wolfgenc Grdoner
fir die Leituns der Arbeit. Ich danke auch den Mitarvei-
tern der Rechenanlage der Universitdt Innsgoruck, den Her-
ren Dr.H.Knapp und G.Margreiter fir manche wertvolle Rat-
schlédze Del der Programmierung.
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5. Verwendeie Abkiirzungen, Symbole, Begriffe und S&tze.
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Symbele:

aEMoaacouooooooou:---oaa ist Element der ﬂen“e M

NCM e ocooosoosaosnsnsossDie HMenge N igt Untermenge der Menﬂe M.

B Lcooecosanssonssscopel definitionem gleich

X uosoesnasasesncsvessshegatilasse von X

A50(R) e evoosovacnossssoB ist kongruent b modulo dem ldeal <.

H=> We ooosonssaessasossoDag Slement x eines Ringes geht vel der
Restklagsenbildung modulo einem Ideal in
das Flement u des Restklassenringes iiber.

Auftretende algeoraische Symoole und Begriffe werden genau in
dem Sinne verwendet, wie er in 1] durch die entsorechenden Ver-
einparungen festzelegt wird. Deshald werden wir die Definitionen
der Begriffe Gruppe, Ring, Xérper, Ildeal, Koniruenz modulo einen
Ideal, Dimension eines P-Ideals und sahnlicher nicht mehr aniih-
ren. Wir geben nur zusadtzliche Festlegungen an. ‘

(2.1} Vereinparunz: Der dem P-Ring \([xyﬁy“»xilzugrundeliegende
Konstantenkdrper K wird kommutativ vorauscesebzt.

(2,2) Definition des hyperkomolexen Systems: Ein hynerkomnle~
xes System 148t sich kurz als ein endlicher R~liodul
(121, S.45), der gleichzeitiy Ring isi, charakterisieren.
Wir geben diese Definition hier aver auch ousfiihrlich,
weil wir spater auf einzelne Teile davon Bezug nehnen
werden: Eine nich% leere Menge G heiB% hyperkomplexes
System (oder Algedra)} vom Hange m Uber R, wenn gilt:
(2:2,1) G is%t eine 2dditive, abelsche Grumne.

(2,2.23 R ist ein Ring mii Einselement.

(2.2.3} Be ist eine ultipliketion der Elemente % f, ¢
wonn R mit den Elementen MW, e ron & defi-
niers t den igenachaften:



(2.2.3.1) Das Produkt eines Elementes X won R mi% -

einem Element u. von G gehdrt stets zu G.
(2.2:3.2) X{u+v) e xu+ Xy '
(2.2.3.3F G+plu = olu Py

(2.2.3.4)  @plu = *{fu)
(2.2.3.5) 4l1xe BElements von. ¢ gind eindeutig darstell-

bar als Linssrformen ®alia+ XLty 4 s+ Ko Une
it Hilfe von m festen Elementen U, by, .. U
wobei “jeR, ureG (st nd.

(2.2.4) Be iat eine Hulsiplikation der Elemente W, ¥.W,...

Eas

vorn & untereinsnder dzfiniert mit folgenden Eigen-

1,

schaften:
Y
J

¢ *

(2.2.4.1) Das Produkt uv zweier Elemente uw und v von
G liegt wieder in G,
(2.2.4.2) (uv)w = ulvwl
(2.2.4.3) rriw = dw +vw
Y (viw) = v s biw

(2:2.4:4) (Raly = u(v) = Kav) fiir alle X< R

Definition: Die in (2.2.3.5) auftretenden m Elemente
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Ug Ui, s, Um, heiBen Basigelemente des hyperkomniexen
Systems.

Avs (2.2.3.4) und (2.2.4.4; folgt

(2.2.8) (K (Bv) = &R uv) und
A T " gl
(29207) i,JEO‘:J uj ‘ ( Lﬂﬂr&kuk\ ﬁJ—f—: %goﬁ f&k ;{'{‘;Uk)

Deher siné alle Produlkte uv berecinenbar, sobald die Produkte
iU DeXannt sind, die sig Elemente von ¢ als Linearkombina-

tionen der W U.,.., Wm Zeschrieben werden kdnnem:

™ i

- - ) . ¥ R PR . “ o

QG:U 2\8} .V"-i.d“ = ‘,L C‘J,ji'f !J'L \,J"d, L,vee, e K=7 2 N 4”’7, & L’{},.
W

; Aot s . . 7 N . Y-
(2.2.9) Definition: Die in {2.2.8} sufitretenden » Elezments

I3 P ' o & 4 .o 4 . -

{2, 2.1y, Definirticn: Die Zsganbthelt der ausgerecansien Fro-
- w_, - S G 3 b A S el 4 e o
duxts fer Art (2, 2.8; heiBt ¥uitiolikationstafel



Es 419t auch eine Verallgemeinerung der hyperkomplexen Systeme
zi. Systemen mit unendlich vielen Basiselementen mdglich. Das

Axiom {2.2.3.5) wird dabei umgewendelt zu:

(2.2.3.5a) Alle Elemente won G sind eindeutig darstellbar alsg

Linearkombinationen i+ Attt weroeue auls endlich

vielen der unendlich vielen Baiselemente u, v, ..ty



3. Der Restk;assenring eines nulldimensionalen P-~Ideals.

Uber den Restklassenring KY_&,XL»--,X»S/LM* nach einen nulle
dimensionalen P-Ideal QLWE*«,XL,-WJ«.] gilt der folgende Satz:

(3.1) Satz: Der Restklassenring 4 nach einem nulldimensiona-
len P~Ideal ist ein hyperkomplexes System {iver denm
Grundkdrper K, wenn wir als additive Grupvenverkniinfung

die in & schon definierte Addition zwischen Restklassen
nehmen, als multiplikative Verkniinfung (2. 2.3) die schon
definierte Multiplikation Au zwischen Elementen &ek und
und den Restklassen ue&rﬁ und ala multiplikative Ver-
knﬂnfung {2.2.4) die schon definierte Multiplikation
zwigchen Restklassen.

Beweis: Wir zeigen nacheinander, daB die Axiome (2.2.1) bis
(2.2.,4) erfillt sind.

(2,2.1) ist erfillt, da 4« als Ring in bezug auf seine Addition
eine abelsche Gruppe ist.

(2,2.,2): K ist als EKorper ein Ring mit Einselement.

(2.2.3.1) bie (2.2.3.4) sind in der Tat Bigenschaften der
Multinlikation zwischen Llementen des Grundktrpers K und den
Restklassen.

Zum Seweig, daf (2.2.3.5) erfullt ist, brauchen wir zweil
Hilfosttze:

(2.2) Hilfgsatz: w, Uy, .. Um seien Elemente eines hynerkom-
plexen Systems G mit der Eigenachaft, dafl sich jedes
ued als '

(3,2 o_';_) u ,J:ZZ% u; (jele, =1t wae, )

darstellen 1E2B8%, Dann gilt: WVenn Mauy . Um fiber R li-
near unabhingiz sird, so sind die Darstellungen (3.2.1)
eindeutig und umgekehrt, '

3 Zunacnst 1ot eine Multipliketion X.y definiert als Multinli-
kation zwischen Restklaasen. Da aber die ienge der X isomorph

ist dem Grundkdrper X, ist damit sofort such eine Multinliketion

.y Ffestlegbar: xu ¥ I.u
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Bewels von (3.2): Wir nehmen an, dafB die Darstellungsn
(3,2.1) nicht eindsutig sind, das heiBt es gib¥ ein u, so=-
da einerseits '

(3.2.28)  u=Zy

und andererseits

(3.2.2p) un;z:,fajuj (% fur mindestens ein j).
Somit ist " '
{3.2,3) O'%‘?‘J‘P&)“J {%-pfj+° fur mindestens ein ).

(2.2.3) drickt aber gerade die lineere Abhingigkei® von

U U, Un 8BS

Nehmen wir nun an, dal v, v o tsc linear abhingig sind, alsoC
zum Jeispiel .

(3.2.4) U, “d%_&'“d’ P

dann hat einueG mit einer Darstellung (3.2.1), WO %20,
sicher noch eins Dargtellung

(3.2.5) Uﬂ‘}%“juir Wy drg & J%.Ki"g ..:%(o(,,drq-d-dj\uj .

was der Eindeutigkeit widerspricht.

(3.3) Hilfssatz: Wenn das P-Ideal die Dimension o hat, so
enthilt es Polynome pix) (4Lwu), die jeweils nur von
siner einzigen Veriablen X; abhiingen.

Beweis von (3.3): nach (1), S.98 ist die Dimension eines
p-Ideals (t dis maximale Anzahl unabhingiger Variablen in e~ .
zug auf « . Das heiBt also: ein nulldimensionales P-Ideal hat o
Keine unabhingigen Variablen in bezug auf < , oder: alle Vari-
adlen sind abhiingig in vezug auft . Nach der Definition der
Abhingigkeit in bezug auf ein P-Ideal (111, S5.97) heist das
weiter: es gibt fiir jede Variavlaxein Polynom picxl, das nur von
dieser Variablen abhingt (i=1,2,...,n).

DaBd (2.2.3.5) auf & zutriffs, kann nun =uch dadurch bewiesen
werden, daB man zeigt: es gibt endlich viele Restklassen

e, Un oo, Up in A , durch die sich alle anderen darstellen las~
sen. Demn aus diesen p Restklassen lassen sich immer m linesar
wnechingige auswidhlen, durch die gich slle Restklassen wegen
{3.2) eindeutig darstellen lagsen.

7ufschet 158% sien je e Restklasse sus . durch Linearkombine-
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tion aus den Restklassen der PP sus n Varisblen x”x i
2

dargtellen. Da

\ s’-l‘*’l
(Gedead  poa® < r e e ey e Unhns SeK =120 i)
g1lt " y '
. [P -
(3.4.0} ;-:?‘ra-c.ux’t-'n-c-.‘g- -Z C1,!.’<' \GL}
. und fiur die PP xﬁxfuﬁw,eines Gradas a-a 7 (ga k-+k+ﬁ“+4m)

H "k‘ !l-l(! ‘%

(3 "49"’; 13‘:.. \nxq ?‘ky 'l . ;J = -Z x '\‘:qsv\XJJ -"'\'n_v

H-A i 1,1“L M_,o
w-z o x,,\,.;(- Ky, ‘{_c;_
wenn fzxk% , was Dei den PP eines Grades swt sicher fur ein j

der Fall sein muZ3.

Dias PP l“ufk-ﬁ lagssen sich nun selbat in der Art {3.4.¢) weie

%9 ‘ ter otearoveiten, soferne sie einen Grad st haven, solange oisg
{3.4.c) Ubergeht in
(3.4.47  xhxhiwr sl iz, o x.:'x,_ ..‘x... CGL\}/
wobel in der Summe nur mehr PP x*u; ~eines Grades <t euftreten. .
Aus den PP uymxh effektiv m modulo q.linear unabhidnsige zu
gewinnen, ist elne Hauntaufgabe des in 4. beschriebenen Algo-

rithmus,

(2.2.4.1) bis (2.2.4.4) sind genau Yigenschaften der Multinli-

kation zwischen Restklasssn,

Iz Falle eineg nicht nulldimensionalsn P-Idesls gelten alle
Uoeriegungen des 3eweises von (3.1) mit Ausnakme von (3.3)
und den Polgerungen aus (3.3}, Dementsprechend gilt:

(3.5% Satz: Der Restklassenring nach einem P-Ideal der Dimen=
gion d»>0 ist ein hyperkomplexes System mit unendlich

vielen lasiselementen.

Es gilt auch die Unmkehrung von (3.1}, die wir in folgender

Form schreiben:

{2.6) Satz: Yenn =g in

Restklassenring Wlm g, ..4l/4ee nur
oo

endiich viele 1 T unabhingise Resgtilsssen gibt, so

}

iat » nulldimensional .

o

Jeweig: Angenommen 28 give m lingar unabhingigs Restklazsen.
] o 7 -, e - 1 - 3 - =
md -l Restilossen wiren izmmer neon iingsy ganingig, 2o sind



eg 3ibt also eine 3eziehung:

e T e} .
(3.6013) P{(xi) - Z_ C'l',s X3 w O (Ub) ("'112"‘"/“"

EXn} .

Das heiBt aber: )
(3.6,1b) pilxy e o
und deshaldb: keine Variable ist unebhingig in bezug auf
das heiRt ist nulldimensional.



4. Bin Algorithmus zum Auffinden einer Dagis des hyperkomplexen
Systems aus {3.1).

Vorvereitende Uberlegungen.

Fur die Zwecke des Algorithmus vereinberen wir zundchst eine
eindeutige Anordnung der Potenzprodukte xjfx,f X aug n Vari-
ablen . x. . xm , n#nlich die lexikographische:

(4.1) Definition: Ein PP xxi*e™ kKommt vor elnem PP o
(haet eine niederere Nummer als das PP x, M. ), wenn:
1. x*x'v.xvden kleineren Grad als ,,,k'xf*- ki hat oder
2. die beiden Grade gleich sind und die ersie nichi ver-
schwindende Differenz [-X; positiv ist.

Gegeben sei nun ein nulldimensionales P-Ideal & <WKli g ...om)
mit einer erzeugenden Bads

( 4‘ ° 2) L “( {'4’ 'g:__' e, *5\ + Wohei

bF W (i
(4»3) ;" 2.5?,4,1_.,,“ X4 X 2.,”,\% Lj‘tﬂf 2,0, 8 0 q,;;z‘m,‘,._&K\

(Die Summation geht iber alle Indexkombinationen (.-, T Tn]

bie zu einer Kombination (k™ k), wobed zz,“* PARNURN
unier den FP von ﬂ mi% Kceffizienten 0 in der Anordnung

(4.1) die hdchste Nummer hat. C.B.d.A. kinnen wir o =4

k"“k:_“ k(}i
voraussetzen, da K ein Kormer ist.)”

Damit ergint sich:

(404‘%) Z Q,“h " I‘“ 4;4/‘;1. "‘X,‘Hp = O((R..‘} . QJ '1 L see é
oder 0 . o @
A ,
(4,4b) X,fkq X:“' ..‘X‘:‘ch ﬂ—unn.}_ ‘]“ )( OX L“\X‘H (GL) . ('J *4,-.}‘; un,.&)

[Die Summation geht iiber alle Indexkombinationen
g, iny e ta) # Gy, 00 s R0
und
j((-:’\+l i{‘“ k)' T‘L Z (vJ‘. '«“" ; +L ;',&*L% ¢ X
(4‘04’@) X’t“ 1,“L"'+Lx~ 4’“" ah‘l-‘- “l\'\- ><1 'X}_x LH‘X‘.‘] (\.'ji’

Cinttom s Laoa, ey fle 1202 n)



10

Sémtliche migliche Beziehungen zwischen den PPR erhilt man,
wenn men simtliche Polynome feuw , das sind die Polynome der
Forn .

P
. 1 e .
gy KT AT

S .
(455) %’ = Z GIJ‘(,\(_.’ ’YLJ“',X‘W\ TJ. = ZQ,' .

: £l s
J=4

L-l'“"’ l‘ .-\15)
im Restklassenring ¥ bvetrachtet:
(406) Z. Ry iy e in, )(,;.“)(,_:?-...xi:" H-O(UL\

(4.6) 49t eine lineare Gleichung zwischen PPR. Aus jeder
solchen Kongruenz {(4.6) Xann man nun unter den mit Koeffi-
zienten +0 vorkommenden PP z.B. das PP mit der hichsten
‘Nummer ausgsrechnen, das hei3t durch PP mit niedereresr Nummer
susdriicken., Es bleiven (im PFalle eines nulldimensionalen
P-Ideals endlich viele) PP iibrig, die in keiner Bezishung
(4.6) als PP mit hiéchster Nummer vorkommen. Thre Restklasg-
gsen oilden eine linear unabhingige Basis von & .

Um schrittweise zum Algorithmus zu kommen, der die Aussonde~
rung einer solchen Basis leistet, milssen wir noch eine Uber-
legung angtellen. Wir nehmen an, wir hitten ausgehend von
den schon vorhandenen Beziehunigen (4.4b) gewisse PPR w. uy.w, b
gefunden, sodal sich die Restklassen aller PP x i, 4% aus
ihnen linear kombinieren lassen:

(4.7) 9% . xkw .F x.{k" koo ) w (@) . g«?". Coni) i)
jeq !

i f . .
{Snezialfell xke L aw (@) Pl ein bestimmbes i
eingeschlossen).,

Weiters lasse sich fir jedes PP x'x'tuix* 2eigen, dal man
durch Zerlegung von «“.'t..xi* in % Teilprodukte

o

n PRGN FE]

vaa x_’ﬁ X.L?' \nX»u
i )
4 Y

Einsetzen der Darstellungsn (4.7) fér die Teilprodukte

! + : PN Gy L1y HCARTet y
g 1 v 1 iy ! i L
- B B T L Cey

F

e &

: ) : 1w . 3
C 2 T uar ‘li"L e M 2 M2 TLE
! 4 . .

-~
{#4

.

-

in (4.8), Aﬁsmnltiplizieren und welteres Reduzieren des
Ergeonisses (4.8a) der Multinlikation

[ P 1 i
filag 2y oA € Kiﬁx,,x,_d...,
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;4 |‘ h
(4.88) x'ah el 2Z b i, AR cxe ()

durch Verwendung der Darstellungen (4.7) Tur die «“xfc..u™

immer zur selben Darstellung (4.7) von X el ol xommt,
unabhingig davon wie die Aufteilung (4.8) in Teilnrodukte
vorgenommen wurde. Dann kiénnen wir sicher gehen, dai die
e Uy ,oop Ume  1inear unabhingig sind, das heift im Sinne von

(2.2.5) eine Dasis von A bilden.,

Ist namlich die Unabhingigkeit der Darstellung (4.7) eines
jeden PP von der Zerlegung in (4.8) gezeigt, so haben die
Restklagsen der Polynome

h o SIS , . .
. . L+ 3
(4.9) Xi‘x:"“, thw%' = "1{**‘(1 X:vk"’ Xiu‘m LA e K h*’:iﬂ"'“‘x"“‘“k S*&
5
(st s s bizoa v, o fde x4l o)

die wegen (4.4c) eine Darstellung

(4-9_&) x}* ;b‘-:....x.,t“'{i R O upd Outay b ned O ey 20 (et o, 5,
‘ L.‘l‘o"" L/--. +(¢.ﬂ' ra 4,'2-/ !n,]‘ﬁ\

{ = ist hier das Identitétmzeichen!)

besitzen, auch nur diese eins Darstellung, unabhingig davon,
in welcher Reihenfolge wir die bei der Berechnung der Rest-
klease von X' x™.arf; nétigen Multinlikationen und Additi-
onen susfiihren, Gédhe es nun noch eine Beziehung
(4.10) Z i =0 ( <;40 Piir mindestens ein 1),

[LE] ‘ -
die die lineare Aohdngigkeit von uy .., e ausdriickte, so
wiirde dem ein Polynom {'ea. entsprechen, das eine Darstellung
(4.5) vegitzt, die auch so gesechrieben werden kann:

1) (€11
t L4 L lw
(4,11} -[- - 7 LL#“L‘“LW Aq{"x,,""n-xu"'im 2 LLN-\.‘“L*\-X" A e K {2_4-... +
(€3}
+ ! ts L
Z SRR IEE Ol AL WP RN

Wwenri
' r\j;
W 3
' l L ¢ .
(4912) JJ (K‘,’#“'/“.‘ Xh‘) -'."Z. L‘.Q‘Lt‘-‘\LW X,14KA\__1‘|“X”” (,).1,7'/".1‘5 /I L11L‘-\\|Lk e‘k)

Die hier suftretenden Polynome x'xl-..xe{ (Uit v s)
gind gerade von der Art {(4.9), von denen wir wissen, daB
inhre Restllassen nur die Darstellung =0 haben., Es hat alao
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auch ?ugc-;u; bezliglich der Regtklgssen u,u, ... u. 1in & nur
die Darstellung =0. Eine Beziehung (4.lo) kann es also nicht
mehr geoen.

Der folgende Algorithmus geh?t nun gerade so vor sich, das

er auasgehend won den schon vorhandenen DBeziehungen (4.4b)
die Daratelliungen der einzelnen PPR auf die beschrieocene
Weise durch Ausmultiplizieren der Darstellungen von Teil-
produkten: rechnet und sie miteinander vergleicht. Aus zwel
verschiedenen Deratellungen ein und derselben PPR kann dann
eine der in beiden Darstellungen vorkommenden PPR (z.B. die~
jenige mit der hichsten Wummer) eliminiert werden. Das heift
wir kénnen eine Darstellung dieser PPR durch andere PPR (mif
niedererer Nummer) errechnen. Es mufl nun immer wieder wvon
neuen {tdernrift werden, ob alle wverschiedenen Wege, die PPR
~aus den Teilprodukten zu berechnen, zum gleichen Ergebnis
fuhren, solange dis das tatsichlich einmal fur samtliche
PPR der Fell ist. Dann wissen wir auf Grund der bisherigen
{verlegungen, daB die verti:ibeuden, nicht durch andere PPR
linear kombinierbaren PPR eine linear unabhidngige Basisg von
& bilden. Natiirlich ktnnen wir die Uveroriifung der Darstellung
nicht fir die unendlich vielen PPR durchfithren. Wir werden
deshalb im Anschlu8 an die Beachreibung des Algorithmus noch
Eriterien angeben milssen, die es gestatten, aus dem Yoerein-
gtimmen der Darstellung ocei endlich vielen PPR auf das Uver
einstimmen bei allen PPR zu schlieSen. '



Beschreibung des Algorithmus.

Zunichst noch eine Vereinbarung iiber die Sprechweige: die
Dargtellung der Restklasse eines PP xﬁ.ﬁﬁu.&k‘als Linear-
kombination enderer PPR mit niedererer Nummer, die bein ge-
radeé vorliegenden Schritt des Algorithmus selbst nicht durch
andere PPR linear kombinisrt werden kdnnen, heiBen wir eine
s-Darstellung der PPR (8fters auch ungenauer eine Z ~Dar-
stellung des ocetreffenden FP).

Wir oeschreiben jetzt den Algorithmus flir das Ideal a (4.2),
und zwar in einer Form, aus der sich spiter leicht ein gro-
oes Flufdiagramm fir die Rechmung mit elektronischer Rechen-
anlage asleiten lieBe. Das wird allerdings nicht geschehen,
da fir die Programmlerung ¢ine andere Variente des Algorith-
mus verwendet wurde. Jedenfalls erleichtert die folgende Axt
der Darstellung sehr die Ubersichtlichkeit,

(A) Wir merken die Beziehungen (4.40b) in einer Liste, die
wir Liste S nennen, VOr.
Wir ocetrachten die Restklagse von 1. LaBt siecn diese
schon wegen einer Beziehung in der Liste 5 durch gdie
Restklasse einer anderen Ronstanten ersetzen, sc vesé-
Be @ ubefhaupt nur eine Restklasgse, hdtte also die Di-
mension ~L. (Dés gleiche wire der Pall, wenn wir im
Laufe der weiteren Rechnung zu einer Beziehung l=o
kimen.) Im allgemeinen wird das nicht der Fall sein,
und wir gehen zu (B).

(B) Wir nehmen das in der Anordnung (4.1) folgende PP und
setrachten seine Restklasse,

(BA) Diese hat wvielleieiht schon wegen der Beziehungen in
der Liste S eine oder mehrere ZrDarstellungeno'Wenn ja,
so schreiben wir diese in die Zeile neben das betrach-
tete PP und gehen nach (BB)}. Wenn nein, gehen wir so-
fort nach (BB).

(BB) Wir zerlegsn Aas beirachtete PP aul alle noglichen
weigen in 2zwei Teilprodukte und berechnen daraus so-
fern mtglich in der auf S.10 beschriebenen Art Z-Dar-
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" gtellungen des PP unter Terwendung der bisher bekannten
Z-Darastellungen wvon PP. Sowohl die so erhaltenen Z-Dar-
stellungen als auch die Zerlegungen. des PP in zwei Teilw
produkte, die zu keiner Y ~Darstellung gefihrt habven,
schreiben wir in die Zeile neben das betrachtete PP.

{(¢) 1In der Zeile neben dem PP kann nun stehen: ,

(CA) Eeine Z-Darstellung des PP, sondern anur Zerlegungen
in Teilprodukte, Wir verme:ken, daf sich diese PPR bis-
her noch nicht durch andere niedererer Nummer darstel-
len 1#8%t und gehen nach {(B). ‘

(CB) Eine einzige oder mehrere gleiche Z -Darstellungen des
cetrachteten PP, Wir gehen sofort nach (B}.

(¢C) Mehrere Z-Darstellungen des vetrachteten PP, unter de-
nen mindestens zwel verschiedene vorkommen. Wir eliminie-
Ten aus ihnen mit den Methoden der linearen Algeorsa so
viele von den vorkommenden PPR we mdglich, und zwar bei
jenen mit der hiochsten Nummer beginnend. Wir erhalten
gl so Z~-Darstellungen von PP, die bisher keine solcaen
besalen. Alle diese Z~Darstellungen schreiocen wir wieder

~in die Liste S. Dann oeginnen wir wieder die Restklassé

von 1 zu ocetrachten und setzen bei (Ba) fort (wir sagen:
wir oeginnen mit einem neuen Durchgang.)

Wenn man die vorbereitenden Uberlegungen zusammenfaﬁt;”gil%
ficer das Abbrecnen des Algorithmus visher folgendes:

(4.13) Der Algorithmus kann abgebrochen werden, wenn

1. veim gerade laufenden durchgang sémtliche PP, von
denen in der Liste S Z-Darstellungen vermerkt sind,
als in (B) betrachtete PP vorgekommen sind und

2. gicher ist, daf aus den Zerlegungen in zwei Teil-
produkte bei keiner PPR mehr mehrere verschisdene
s-Darstellungen auftreten. (Dies wird auf Grund der
Eriterien (4.14) und (4.1S) schon behauntet werden
kénnen, wenn bvei gewigsen endlichen Graden Xeine
verschiedsnen L ~Daratellungsn mehr sufitreteni.)

Da wir gleichzeitig mit den I~Darstellungen der PPR auch die
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Zerlegungen in zwei Teilprodukte notieren, ist es leicht,
aus den Zeilen des Algorithmis auch die Multinlikationstafel
der Bagiselemente abzulesen. Wegen der konsequenten Vorgangs-
weige des Algorithmus von einem PP zum anderen streng nach
Anordnung (4.1) genligt es, simtliche Aufspaltungen einem PP
in zwei Teilprodukte zu betrachten. Verschiedne Zerlegungen
eineés Teilproduktes in weitere Faktoren kdunen an den resul-
tierenden 7 -Darstellungen. nichts mehr dndern, da bei den fri-
heren Schritten des Algorithmus Ja gerade die Zerlegung der
Teilprodukte in weitere Faktoren durchgefiihrt wurde und dafiir
gesorgt wurde, daB fiur diese Teilprodukie hdchstens eine
einzige L-Darstellung vorhanden ist.

Die Vorgangsﬁeise des Algorithmia zoll Jetzt an einem Bei-
sniel verdeutlicht werden:

Beisniel 1:

Gegeben sei das nulldimensionale P-Ideal

e (belx, dio, | Xady =iy, XE=Lxg + ) < KUy a0

Wir schreiﬁen zunichst die einzelnen Zeilen des Algorithmus
en und beschreibven dann jeden Schritt ausfihrlich.

Liste S: x> = lx,‘—\ x (@)
Xaxym &y ()
BT E Ly (@)
(dpy ) g = Uy
(Fa g =) Ay - uy

(Xf' ‘d,\ Aq- =l4'2-

1

K‘\ — U,
Xy~ U,
Xy = Uy

P
)

)(4}"—*’ lub—qqs\,{
AQX‘...“" A“AHL"‘-‘J o '3LJ:_
Ay Ay = Uy = vy

LN

Xz_ — u;_- -% 'H-L

Xo Xy - Uy uy u% -y

™~
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X;mb Luy ~uy -uc;'

X Laiy = Ly by

2k e %“%'%“uz
Xt g~ Uy = LG -
X«Xf‘—-—’% au)(uq =Yg Uy
X Ko dy = Uz = Ug = %

Xa Ky > Z,H;: --/Lv{ = Lug~u,
X2y
Gy = Yl ey

a\’-z_)&l — %_j{u 2"”.‘5""-“'3_

G = 3y, -2y,

Wir haben also zunichst gemds (A) die lasisnolynome von oo
umgesearieben in Restklasgenbeziehungen und als die ersten
dre: Zeilen der Liste S vorgemerkt, Die Restkiasse von 1
188t aich durch diese leziehungen nicht darstellen, wir
gehsn also zu {B), f

Gemas {B) vetrachten wir die Restklasse von x, . x; erhdld
weder oei (BA) boch bei (BB) eine S -Darstellung. x, f&allt
also unter (CA). Wir setzen x—»u,° , was kenntlich machen
soll, daB x, noch keine I~Darstellung pesitzt. Wir gehen
nech (B). '

Dis in 2. angegetenen Schritie milgsen nun nach den Anord-
nungen des Algorithmus auch fir . und 4 Jdurchgefihrt
werden. Wir gelangen dann wieder zu (3).

. Das nachstfolgende PP ist x; . Dessen Restklasse erhélt bel

(BA) eine i-Derstellung x'—2w-u, , bei (BB) nicht, jedoch
merken wir uns die Zerlegung al-— urd4s VOT. Wegen (CB) ge=
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hen wir smfort wisder nach (B).

Pur %%, ist nur wegen (BB) eine Zerlegung 4,u, VOrzu-
merken., GemdaB (CA) wird x,x_ durch xui— we als PP oh-
ne i~Daratellung kenntlich gemacht.

xx, wird wis «}+ verarbeitet, ¢ und xy wie ~yx
xrwie xko

< hat bei (BB) eine Zerlegung 4 =xb.x, , Xy 8ine Z-Dar-
atellung, die wir sus der Liste S oder aus der Zeile
von x* entnehmen kénnen. x; berechnet sich also:

XyS w i uy o (Lt = g gy = Abglty, =ug” = Loday - 24y 3a,

Diese I~-Darstellung schreiben wir an und gehen wegen (CB)
sofort nack (B). '

Xx,_ hat eine Z~Darstellung, die wie in 7. berechnet
wird, vesitzt aber suferdem noch eine Zerlegung

X x =y Cagm) = g

die zu keiner Z~Darstellung fuhrt.

x&x, besitzt nun zwei verschiedene Z~Darstellungen, die
aich aua

X Xy ® Xy (X4 M) und  gtay =gt
wie in 7. berechsn. Es liegt also Fall (CC) vor. Wir
eliminieren sus den beiden Darstellungen Ue { M¢= X,
het eine hihere Nummer sls Uy=X, !). Dis Beziehung uc-u
merken wir in der ITiste S vor und beginnen mit dem zwel-
ten Durchgang.

Wir sehen sofort, daB sich bis zur Zeile von X2g im
Algorithmus beim zweiten Durchgang gegeniiber dem ersten:
nichts #ndert. Bei i .y kinnen wir ug. durch 4« ersetzen,
Us streichen wir durch. 32is zur Zelle von. x g #ndert
sich wisder nichts, bei X*x, erhalten wir durch Einsetzen
ron u, =Y zwei gleiche Z-Darstellungen fUr .y . Wir las-
gen nur eias stehen, die andere streichen wir durch.
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1l. x,x* hat zwei Zerlegungen in Teilprodukte, die aber bei-
de nicht zu Z-Darstellungen fithren, wegen (CA) setzen wir

Xy A‘Lz' - -Uq.o o

12+ mx_xy hat drei Zerlegungen in Teilprodukte, von denen
zwei zu ZeDargtellungen fithren, die aber untereinander
gleich sind, Gem#B8 (CB) gehen wir sofort wieder zu (B).

13. xaxf wird wie xy verarbeite!. Wir erhalten eine neus
Beziehung fir die Liste S: Yy=w. , bDeginnen mit einem neu=-
én Durchgang, machen die sntanrechenden Schritte wie in
lo., wodurch x.q - und x’—u wird, stofen aber bei xig
durch Ausniltzen sller jetz¥ vorhandenen Beziehungen
auf zweli verschiedene Z~Darstellungen, aus denen wir
ur=uy, eliminieren kdnnen. Wir speichern dieae Beziehung
wieder in der Liste S.

14, Wenn wir jetzt wieder mit einem neuen Durchgang beginnen,
erhalten wir x} -4, , dann xbty —4, als einzige Darstellung.
Die beiden Zerlegungen von x,x* liefern Z-Darstellungen,
die aver untereinander gleich sind. Die Zerlegung von
RKadg Xy in My, liefert noch eimmel Uy o 2uy~w, wird die
einzige Z-Darstellung von x,x*. Die Weiteren PP bis i}
haben jeweils nur mehr eine einzige Z~Darstellung.

Hier kann der Algorithmus avgebrochen werden, denn ergstens
3ind die PP, die in dexr Liste S auf der linken Seite der
Kongruenzen gtehen, auch beim letzten Durchgang slle vorge-
kommen und zweitens kdnnen nie mehr Beziehungen durch ver-
schiedsne Aufspaltung eines PP in Teilorodukte auftreten, wie
aus der Anwendung des noch folgenden Satzes (4.14) hervorgeht.

Ala Dasisclemente vleiben dia FPR ohne Z*Dafstellung {orig:

A
s ud,”u,U& v

Ihre Multinlikationstafel kann aus den Zeilen deg Alzordthmus
abgelesen werden:

| “ta Ady, Ay
Wy | R, Uy Uy

3 .
2uy Yy
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Die Multiplikaticnen

191 I’f
404‘4“41
1.&41_.‘!4.“

4"-4&-“&

gind trivial und werden deshald in der Multipliaktionstafel
nicht eigens angef{ihrt.

In der praktischen Rechnung wird men die Zeilen des Algorith-
migs und die Liste S zu einem einzigen Schema vereinigen.
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Eriterien fiir das Abbrechen des Alzorithmus,

(4.24) Satz: Seien u,u., .., U.  endlich viele PPR, aus denen
alle andern linear kombiniert werden konnen.. un. habe
dabei in der Anordnung (4.1) die hichste Nummer und
besitze den Grad k. (Im Sinne der Bemerkung (4.13)
sei weiters schon dafiix gesorgt, daB die PP auf der
linken Seite der Liste S, deren Grad hichstens einen
endlichen Wert p haben kanm, im Algorithmus beim Schritt
(BA) und (BB) nur eine einzige Z-Darstellung erhalten
kdnnen, was beim Grad p fiberprfift ist!). Dann gilt:
¥enn wir Uberpriift haben, daB die PP bis zum Grad Lkt
jeweils nur eine einzige Z~Darstellung liefern, dann
k¥nnen wir sicher sein, daB auch die Zerlegungen der
weiteren PP immer nur zu einer einzigen Z.Darstellung

fihren. '

Beweis: Bis zum Grad lk+4 isil georift, daB folgende Identi-
titen gelten:

(415)  wCuua) =i (et 2o mmt > katdums xhon L Ldm)

(wobel w,uy,..,4,  die Restklassen jener Variablen

Xy, o Xiy, Xy, e mit der Eigenschaft: x,. hat keine

ZpDarstell;ng\ Cietz, e L) ). )
Bei den PP eines Grades »2k+! ergibt jede Aufteilung in zwel
Teilorodukts eine I -Darstellung, denn einer der beiden Fakto=
ren muB einen griferen Grad sls X haben und besitzt deshalb
sicheér eine 3-Darstellung, aus der eine I-Darstellung des
betrachteten PP resultiert. Zwel beliebige Zerlegungen eines

solchen PP x yi2..xi~ in zwei Paktoren kinnen durch endlich
viele Schritte der Art:

' i + 5 - ’ Yo N ' s |"
{4 016) qu" 4\'1_{1 “‘X":}b = (_{:‘f"‘. A X].ll‘ }P (R RN *q:‘u 'u\&(xy\ )(‘1"1 Cee X;r 1 LR X%%\:
- o ol s o W
[4,17) - Q(’;""t,, W T (et (e e 2T "o )

ineinender {ibergefihrt werden. Sobald wir also wissen, dai
(4,16) und (4.17) unter der Yaraussetzung des Satzes (4.14)

'



dieselbe I «Daratellung liefern, wissen wir auch, daf durch
die verschiedenen Zerlegungen vom x"x't..x* in zwei Fakto-
ren nur eine einzige< -Darstellung berechnet werden kann.

Eg gilt:

(4\-,-188) -\’,,i‘-'l“'-n X;;P ".I‘P’“\ )‘,iu."*‘s: - E’ o4 u;

J=1

-~

‘o 4 e
(4.18b;  «x'v .., X7 AL —»;Z_ S und
24

N L
(4°18c} x[’ - é dvllil"‘iI ( D(J'z c>]<_, a’f Ek/‘ ,f,kv’f,-t,---,m,' f"‘/l/"‘/L\

Wir berechnen (4.16) und (4.17) unter Verwendung von (4.18a),
(4.180) und (4.18¢c) weiter:

B (4.168) gl (G 1 ) -
M. I
-ua{\}%%'a;l (,'.Z,d’f“;%ﬂ'k“k] 4?%%., °<.} & [Sk U (u “k]

(4.27a) (xW cht | e CRTENINFLEN N

= (Eeu) Zoi) (£ ) = zz; & i fo (i) i o

Die Endausdriicke von (4.18a) und (4.,17a) liefern aber unter
der Voraussetzung des Satzes wegen (4.15) dieselbe Z-Darstelluag.

Wegen dieses Satzes konnen wir im Beispiel i den Alg orithmus
vei Schritt 14. abbrechen, denn w,u,, uw; exrfilllen die Vorsuse
setzungen des Satzes {4.14), alle weiteren PPR haben also nur
mehr eine einzige ¥-Darstellung. Satz (4.14) 18t sich manch-
mal noch verschiérfen:

(4,1.9) Satz: Besitzen die PP eines Grades k+1 alle schon
eine 7 ~Darstellung, weil sie Vielfache von PP mit einer
3-Darstellung sind (das Basiselement mit der hochaten
Nummex hat also wieder hichastens den Grad k, auch wird
wieder vorausgesetzt, daf die in der Liste S stehenden
Beziehungen schon ausgentitzt sind), dann gilt: wenn
wir (bexpriift haben, dal die PP bis zum Grade ik-1
hochstens eine einzige Z-Darstellung liefern, dann kén-
nen wir sicher sein, dafl auch die Zerlegungen der wei-
teren PP immer nur zuf eine Z-Darstellung fihren.

Beweia: der Beweis disses Satzes geschisht im Anschluf an die



{lberlegungan des Abschnittes 5 im Abschnitt 6. Im Beispiel 1
kann dieser Satz nicht mit Vorteil angewendet werden, da heim
Grad k+1=1 wohl alle PP eine X ~Darstellung bemitzen, jedoch
nicht deshalb, weil sie Vielfaches von PP mit Z -Darstellungen
sind, sondern wegen der in der Liste S vorgemerkten Beziehunw
gan., Nehmen wir k+1=3, mo gilt die Voréusetzung des Satzes
(4.19): slle Z-Darstellungen der PP 3. Grades ergeben sich
darsus, da8 diese PP Vielfaches <-on PP 2. Grades mit ZDar-
stellung sind. Wegen 2Zk-1=3 bringt dieser Satz jedoch gegentiber
Satz (4.14) keinen Vorteil.

Die folgenden Vermutungen (4.20) und {4.21) iiber das Abbre-
chen des Algorithmus lassen sich jedoch nicht bestdtigen.

{4.20) Vermutung: Sind im Algorithmus alle Produkte Wiu
Ciwd, 2 v, po ke boist, wp) 8us allen jemals bed (CA) auf-
getretenen neuen Hestklagsen uc (Let2,0v, py ©» it dexr
nchste bisher vorgekommene Index bei den PPR e,
im Beispiel 1 whre p=%) sowie alle in der IListe S auf
der linken Seite stehenden PP nach den Vorschriften des
Algorithmis behandelt, 50 kdnnen bei keiner FFR mehr
verschisdene Z-Darstellungen auftreten.

Es geht hier also kurz gesagt um die Frage, ob es geniigt, nur
die Multipliketiwnstafel aus den 4 ° zu berschnen, .

Gegenbeispiel: ou=m {x2 .Zu. aF -Lx ,X..x,_-,%l_,] o kX, 2]
1
Xy w0
Ky > My v
Ry = 2 =g
Ky iy, =% Uy, = LUy

A Ly 2 U

“——— hiar kfnnten wir nach der Voraussetzung
X — La, des vermuteten Satzes schon aufhiren,
Ay e My e Ay e hier treten eber noch zwei verschiedene

3-Darstellungen tei einer PPR auf.
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{#.21) Yermutung: Ist das Bestehen der Assoziativitften
(4.20,1) Ui Cuyued =(uj up) uy

geprUft ( L] kstn . L, wobei uyuy.., u, wieder die
Restklassen Jener Variablen X, x .., x;,  sSeien mit

der Zigenschaft: x; hat keine Z -Darstellung (Jetz, by ),
wag veim Grad 3 der Fall ist, und sind die in der Liste
S auf der linken Seite stehenden PP schon nach den Vore
achriften des Algorithmus behandelt, so kénnen bei kei-
ner PPR mehr verschiedens Ze~Darstellungen auftreten.

Gegenbvelspiel: = (xrx -x+ Kyt -] @ kix, ;ﬁ_]
A
Ky = Ay 0
XZ- ~r Uy
X1=‘-—-o Ady
) .K‘,XL-—' 44;'.
X{'ﬂ’ ‘(J;"
X3 g atly
)(11)(1.4 Ady 103_44:3 = Al Uy
X Xy =t by iy - Ay Ay = U,
X2 i up =lgs & Hier kidnnien wir nach den Voraugse-
‘ getzung der Vermutung (4.21) aufhsren,
&‘H ~y 4‘.462' w Aty ¥ g0

L . .
K XL r Ay Uy w Uy wliy - hier tritt aber noch eine neus RBezie-
hung azwischen Restklagsen auf.

Rei Durchsicht des Beweisez zu Satz (4.14) 18B8% sich ilber-
died erkennen, daf8 die Voraussetzung (4.21.1) jedenfalls
nicht gentigt, um die Behauntung (4.21) auf dhnliche Weise
zu beweigen. Erst das Destehen der Assoziativitéiten (4.15)
(die mehr fordern als (4.21.1)) srmdglicht den Beweis.
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%. Das Auftreten verschiedener Z-Darstellungen in einer
Zeile deg Algorithmua,

Wir mochten in diesem Abschnitt ein Gesetz herleiten, das
uns sagt, in welchen Zeilen des Algorithmus die MOglichkeit
besteht, daB wir zu verschiedenen Z-Darstellungen ein und
derselben PPR kommen. Dagu bDewelgen wir vier Hilfssdtze,
mit denen wir dann im Abschnitt 6 den Algorithmus in eine
etwas veranderte Form bringen konnen,

(5.1) Bilfegatz: Wenn wir den Algorithmus auf Ideale der Form
@ () @ KTXn, Aaooe, ] {Hauntideale)
anwenden, wobei
LE v womdbs (xhelex  ist unter den PP
von {, dasjenige mit der hich-
sten Nummer),
sc konnen die verschiedenen Zerlegungen (4.8) eines
veliebigen PP in Teilvrodukte niemals auf verschiede-
ne I-Darstellungen der PFR fihren.

Beweis: Zundchst sel noch vemerkt, daB wir den Algorithmus

aueh in seiner bisherigen Form rein formel suf P-Ideale an-

wenden kdnnen, von denen wir nicht wissen, Welche Dimension
gie haben. Hur ist es dann méglich, dal immer neue PPR ohne
z-Daratellung auftreten, Die Voraussetzungen der 3SHtze

(4.14) oder (4.19) aind dann nie erf(llt, wir wissen also
aie, wann wir den Algorithmus abbrechen diirfen. Wir dirfen
also mit dem Algorithmuas auch an das Ideal a«({;} herangehen,
dag im Falle m»f sicher nicht nulldimensional ist ({11, S.123),

Zum Beweis von (5.1) stellen wir zunichst fest, das8 aus teo,
wobel

(5.2) L2 xS0 b (494 %  ist unter den PP von f
dasjenige mit der hdchsten Nummer),
folgt: X Ko e 1t Vielfaches von xianr (aM o PP, die
Vielfaches von £ 4% ..x» sind, erhalten bveim Schritt (BB)
s-Darstellungen. PP x bt x> . die nich% Vielfaches von



x1gle  xl» sind, k&nnen keine 3 -Darstellung haben, denn ware

(5.2) 2 e i s ZQg, et %t AT v Cad
(x;u;-_s.n_ xtv hat eine grigere Nummer als alle X x» .. .xiv }s
80 whre

oy o '
(5.4) {'U X‘tL‘X’EL-uM\E:“ "'z. Ql‘.g!l’_nn l‘wx'l]'xdt""'(k'a% i

im Widerspruch dazu, daB xMxt...x* kein Vielfaches wvon
XMt o xu> 1st. Wirde nun eine PPR im Laufe des Algorithmus
zwel verschiedene Z-Darstellungmsrhalten, so kénnte man da-
raus eine Z~Darstellung fiir ein PP x'vxl-.. xt verschnen,

WO )t atelxt» picht Vielfaches von x i/t .xl» ist, denn die
Restitlassen der anderen PP (die Vielfachen vonm x/x't.. x/» )
kommen in F-Darstellungen nicht vor, werden sie doch asofort
beim Schritt (BA) oder (BB) selbst als Linearkomoination
von PPR dargestellt.

Wegen spniterer Anwendungen soll (5.1) noch auf eine zweite
Art umstindlicher bewiesen werden: wir schauan nachsinender
PP mit kleinerer Nummer als xMx''..~ an, dann x/ig't . adv
gselber, und schlieBlich PP mit groBSerer Nummer als X' ..~
und zeigen, daf die PP einer jeden Grunpe durch die Methoden
des Algorithmue hichstens eine einzige Z ~Darstellung erhalten.

Beginnen wir bei der ersten Gruppe, bei den PP mit kleinerer
Numner als xMx'-..xiv - Fiir diess kann tberhaupt keine Z -~Dar-
stellung abgeleitet werden, da r:=s:i.e keire Vielfachen von
X )d«» gind.

Xt i hat eine einzige F-Darstellung wegen £ a O .
Zerlegungen von ., x'v. ..l in Teilprodukte kinnen nicht

auf 2-Darstellungen filhren, weil die Teilprodukte als PP der
ersten Grupwe keine Z-Darstellungen begitzen.

Innerhaldb der dritten Gruppe. die die FP mit griBerer Nummer
als )Ql"x‘_’l-...x,l‘* umfaBt, givt es zweli verschiedene Typen von PP:

wir ocezeichnen sis mit 34 uvnd 3B.

Die Gruope 3A umfasse dis PP &' xje. s~ ; die nicht Vielfa-
ches von Xx1x'v..xm> gind. Das erste solche ist das unmittel-
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bar suf X’ x*..x folgende. Dieses hat als Teilprodukte

nur PP der ersten Grupne und hat deswegen keine S-Darstele
lung. Wir machen dfe Induktionsanishme: big zum PP X x K e
hat kein PP der Gruppe 3A eim Z-Darstellung. x“ixle ... ke
selbst kann dann such keine F-Darstellung haben. Bei einer
Zerlegung von x% %" % in Teilprodukte ist namlich kein
Faktor Vielfaches von xx'-...0)*. Die Teilprodukte sing
also PP der ersten Grﬁppe cder der Gruppe 34 mit kleinerer
Hummer als %Y. iy . In beiden Fdallsn haben sie alge keie.

ne Z.~Darstell: s damit vesitzt auch xa' . X% keina.
x1 -

Die Gruppe 3B umfasse die PP x“xt.. v , die Vielfaches wvon
Xy Xew xgv sind. Wieder beweisen wir mit Induktion. Fir
X4 el ofe  selbst ist schon gezeigt, daB es nur eine Z~Dar-
stellung vesitzt. Die Induktionsannahme sei: alle PP der
Gruppe 33 ols zum PP k...« ausschlieflich habennur eine

‘einzige Z-Darstellung. x“x'. )% habe nun mindestens zwei

Zerlegungen, die zu einer Z-~Darstellung fithren {sonst brau-
chen wir nichts zu zeigen), das sind solche Zerlegungen, wo
mindestens einer der beiden Faktoren Vielfaches von T
ist:

| S : N . )
<5'5) ﬁkﬂxtk“\“#?sf" > X‘:"‘kd’t-...)ﬁi"'» x\k"“ k&“'\“'m)qi:“-‘;”' = @
.. .’ ./ L, e iy
(596) qu, X'Ll"h“' Xnk"" - K,{" PRI L e att kaL {2 ... xt" -
OtBach' Seien X,‘k«-i‘ )-.'Lk".“{"l- Ty XME(“‘JK' md X.,k“'-"“!' Xt_k"'-ll'- e X{‘L’{“-‘J“ d_ie v:]_ el-

fachen von xMxlt..x™ . Die beiden Darstellungen lassen sich

nun so gschreipen:

(5.58) @ =l v andm (i glorivin || okiim bl ()1l i) =

il

. . 2
Qo v sad ) (i elamie L ke dn = (.421 i)

1

“t

f_ o{j ( X,{l-‘ )(LJ.I- o ){,"“I“’\I ()\’;%!'J.d" L‘ X_Ll‘ﬁ."q'.t"fh Vi ,\’1}:‘-\}“‘}% (u,}l}\é (0{.\ -

a4

wenn L %j4; diel -Darstellung von x* slt. v ist,
J4

(5. 5b> & = i?_ &; ( "'—‘E;X,_'j;“- K;;'-;Hxﬂk,.._i,g__ I, x.k"‘“:{_ o X;‘:n-.jl""‘u (N (g\q
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Die PPR

(5.7) ~'adt i~ . x,,k"J*‘ "x,‘kk‘ir L i e gy ;o=

J'a re 1. i( ...-i e Ll .
A IR 1 PO xrdio = xS "xg_k“%..x-,%“”’uj

treten im Algorithmus schon vor der Restklasse von xf" X v X
auf und haben deshalb wegen der bisherigen Uberlegungen und
der Induktionsannahme nur eine einzige Z-Darstellung, womit
auch x% X ..xs* nur eine einzige besitzt.

(5. 8} Hilfssetz: Wenn wir den Algorithmus auf ein Ideal der
Form  ore () © Klxx o]

a.nwerfdém (Ip, x,, xz_ ™ x“_ g'z.’ K"Xq." K"'* we

PATACRAS (:(1“"&"‘1-..“,”") ist unter den in + (%) vor-
kommenden PP dasjenige mit der h¥chsten Nummer),
30 gilt: '

1, Die Restklasse von £%ale ., 0 (G) «Max (1KY o jst Ll
alsn des KOGV von xMx'vw.xi  und xSl i
ist die erste PPR, wo im Algorithmus vers_chiedana
I-Darstellungen auftreten kdnnen.

2, Treten bei xFxfv..xfw keine verschiedenen % -Dar-
stellungen auf, go liefert der Algorithmus bei
keiner PPR mehr verschiedene X -Darstellungen.

Rewelsg: Ein PP, das vor x%xSu.xbw kommt, kann durch die Me-
thoden des Algorithmus nicht zwei verschie‘ene Z~Darstellungen
erhalten. Ein PP »"nit.x* hat zunichst ﬁberhaunt nmar dann.
t-Dargtelliungen, wenn ea Vielfaches von xmx,, wXye  oder
xK K iat, Es kann nickt Vielfaches von % se)v e und
o Mo o zugleich sein, wenn es ver xMxe..qf kommt, denn
aonst enthielte es ja auch x™ xSe..xf , Durch dle gleichen Uber-
legungen wie oeim DBeweis von (5.1), Gruppe 3B wird klar, daB

diese PP nur eine einzige Y-Darstellung haben kinnen.

Anders liegen die Verhaltnisse bei xfn,r‘_ﬁ'.. el o Dafir gilt
n&amlii-n ) ‘

?
(5.9) xSl xo o X3 Gl | (Gnbe il b m afet S T L b 82:“4' up) (o
: -
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und
( 5 . lO ) Xf‘"xz_a’- i an," ~ )ﬁq“& Xq_az'- k"n.kﬂq‘h-k“v x:('&k,' AN X':ﬂ !x‘f‘( L‘*‘ff‘-’:.xz“:”% (}% %J' “j ) ((1.-)

wobed ﬁﬁ&w; und ?: b die Z-Darstellungen vonm xx..x» und
kKo, xkn aind. Nichts 1Bt aber dareuf schlisfen, da8 (5,9)

5

und (5.10) gleich gind, wenn man sie weiter ausrechnet.

Wir beweisen nun den zweiten Teil von (5.8) mit Induktion. Bei
xf‘ xft--..x,f“‘- sel also nur eine einzige £ -Darstellung aufgetreten.
Sicherlich tritt damnauch bei dem auf x% % 1P unmittelbar
folgenden PP nur eine einzige T-Darstellung auf, denn dieses
kann nicht x*xl . xpvund x“xke .. enthalten.(Wemn es veide
enthielte, wirde es auch das EGV xfrxSe..xfw enthalten. Das
kann es aber nur, wenn es griBeren Grad als 4% ..f, .. hat

oder mit ibm identisch ist. Wenn es griéBeren Crad hat, so war
X+ xS x@~ won der Form ., das nachfolgende P¥ ist aber dann
xs**, welches x+ sicher nicht enthil t.)

Die Induktionsannshme lautet: alle auf x.,a‘x,_a'— 9‘\- folgenden

PP bis zum PP xMx. % ausscnlieSliich haben nur eine einzige
S-Darstellung. g%x ' ...~ selbst kann nun aus seinen Zerlesungen
I-Darstellungen gewinnen, wenn: |
| 1. Bin Teilprodukt x"x)t..xi® enthdlt oder

2. ein Teiloprodukt x/Vg‘%..™ onthalt,
Die Z-Darstellungen aus einer Zerlegung der ersten Axt gind
untereinander gleich, ebenso diejenigen aus den Zerlegungen
der 2. Art, und zwar suf Grund ganz gleicher Uberlegungen wie
beim Beweis von (5.1), Grupve 3B. Wenn Zerlegungen der 1. und
2. Art vorkommen, so auch eine Zerlegung, wo ein Teilmnrodukt
x5 xGe xf*v enthidlt., Diese Zerlegung gehdrt nun sowohl zu 1.
als auch zu 2. Die daraus berechenbare T-Darstsllung ist iden-
tisch mit dem ocei 1. und 2, resultierenden Z -Durstellungen,
also gind auch diese untereinander zleich.

(5.11) Hilfssatz: Sind die in (5.8) auftretendea PP i 'e- ..
und xSl L xl% g0 deschaffen, daB G« v W Ciern )

(daB8 also das EGV x,5xfv.d™ vor x,7 x'e cni™ und v % it

gleich dem Produkt der veiden ist), so hat &‘G“,\-;Gz.“.k_fu-
sicher nur eine einzige E-D_ars‘cellungo
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Jeweiss 1 xS ..«x$" kann Zerlegungen haben, wo

1. ein Teilprodukt xhx'=.. 4> enthilt oder

2. ein Teilprodukt xS/ ..d™ enthidlt.
Auf Grund entsprechender Uberlegungen wie beim Beweis von
(5.1}, Gruppe 3B sind die i-Darstellungen, die Zerlegungen
der 1. Art entspringen, untereinander gleich. Dasselbe gilt
fir die Z-Darstellungen aus Zerlegungen der 2. Ari. Die
Zerlegung

(5°12) )(164 X'T-Ch"" ak" "Xa Xul le‘h "QK‘)(LKT'”"‘(HKH

ist gleichzeitig eine der 1. als auch der 2, Art. Dams
folgt wieder, daB alle Z-Darstellungen untereinander gleich
sing. '

(5.13) Hilfssatz: Gegeben sei das P-Ideal ]

) (LY /:
(5 013 ol) U= ({4’ %—2.,‘“, ‘\-‘) y wovel &1]4((-5 XJ:&L) s »\’@:H

das PP von {_mit der hichsten Nummer sei (l«42..1). ’!
¥enn nun die PP ’ 3

Ck ) Cly . K
£5'13.2) X,,G*t ,TGLC“'””««.?“ 3/~ QJFSL)’MQ"C[}' ) (J 42.\.7;
kiza L, n,.s)
jLid le) & SN0
(die RGV von x* gl 47 und xif &2 ... ) durch die Metho-

dan des Algorithmus nur eine Z-—Darstellung erhalten,
so haben alle PPR nur eine einzige Z-Darstellung.

Beweis: {5.13) gilt sicher ffir die Restklasse von 1. Wir

mechen die Induktionsannabme: {5.13) gilt bis xMxmb .. 4™

. wowy R
ausschlieflich. «“x* .. " kenn nun alle mdglichen »1 4’ ..

enthalten, Mit Mt Shund U, Aentnalt es aver aush
das EGV der oceiden. Auf Grund ganz entaprechender errlegun_—
gen wie beim Beweis von (5.1), Gruppe 3B.sind die Z-Darstel-
lungen, die sich sus Zerlegungen ergeben, wo ein Teilorodukt

Ly
<S8 S entnalt, untereinander gleich, ebenso die Z-Dar-

{
stellungen gus Zerlegungen, wo ein Tellnrodu_kt x‘a") Ji"”...xn,,‘ﬂi"\
enthélt. Beids Z-Darstellungen sind gleich der Z -Daragtellung

. ) ( ~Lla l
aus einer Zerl gunc,, wo ein Teilprodukt )511 il ae AR

Woige kann auch die Gleichheit aller méglichen Z-Darstellun=-
gen von xfaku.. ™M gazeigt werden,
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6, Anwendung der Hilfasitze (5.1), (5.8), (5.11) und (5.13)
zuxr Vereinfachung des Algorithmus.

Eg liege wieder das Idealain der Form (5.13.1) vor mit der
Zusatzdefinition (5.13.2). xfﬂc""o’“ SRl Hsei unter al-
len _x,,qf‘fuxff“/“\..,x,;?*fkfn dasjenige mit der niedrigsten Num-

mer (1<pas, 143 £s).

Wenn wir gemidB den Vorschriften des Algorithmus vorgehen,

ist xGPF G0 AP aas erste PP, das zwei verschiedene

= ~Derstellungen erhalten kann. Deshalb Ubersgringen wir jeizt
alle Schritte des Alzorithmus bis dahin und berechnen gleicn
zwei Z-Darstellungen von x& ' H @S . &™) auf zwei wesentlich
verschiedene Arten, nsmlich indem wir xG PR xGPrl [ oGuPe)
einmal so zerlegen, daB ein Teilprodukt Vielfaches von
,»g,r'a(*’\’x,_lf"‘ mx%‘n(ﬂ ist, und einmal so, daB ein Teilprodukt
Vielfaches von x4 = xh'® .. S 3gt, Erhalten wir auf die-
se Weise tatsidchlich zwei verschiedme S-Darstellungen, so
eliminieren wir daraus die PPR mit der hiichsten fTummer, er-
halten also die Z-Darstellung einer PPR, die bisher keine
solche besaB, Dieser Darstellung entsnricht ein Polynom

femaon » das wir in die Basis von a aufnehmen, Hzben wir aber
nicht zwei verschiedme Z-Darstellungen erhalten, so gehen wir
zum EGV mit der ndchst hdheren Hummer {lber, von dem wir wWiew
der Z-Darstellungen auf zwei wagentlich verschiedene Arten
terechnen.

Jedesmal wenn wir auf diese Weise eine neue Z~Darstellung ge-
funden naven, figen wir das entsprechende Polynom der Basis
sei (dem entsnricht im alten Alzorithmus das Vormerken einer
Z-Darsteliung in der Liste S) und gehen zum XGV mit der n#chst
hineren Nummer Uoer {dem entspricht im alten Algorithmus, daB
wir mit einem nichsten Durchgang ceginnen, jetzt wissen wir
aber genau, wo Deim neuen Durchgang das erstemal wieder zweil
verschiedene T-Dargtellungsn Ifir eine PPR auftreten konnen
und setzen deshalb mit der Rechnung gleich dort ein).

k ¢k
0 LGN, G5 giags G < 1

Wenn vei einem EGV ,4& 3 = U3
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by W .
(oder: G} "= 1; ) fur (=1L, (d.h. wenn dag KGV zleich

einem der veiden PP ist), so berechnen wir die beiden Z-Dar-
atellungen, flizen ein sich etwa ergevendes neues Polynom der
Basis bei, konnen aber fi (bzw.f, ) sus der Basis streichen,
weil die Beziehung, die wegen fu= © (& ( f =0 (a] ) zwischen
den Restklassen besteht, jetzt ohnedies schon wegen fi=0O(a)

( b=0(ed } vorliegt.

‘Spbald die Voraussetzungz des Hilfssatzes (5.13) erfilllt ist
in vezugz suf die gerade vorliegende Basis +(f . {7 v, §°)
des Ideals, konnen wir den Algorithmus abbrechen. Diejenigen
PPR, die weder wegen ffﬂo(a\ (j:igunsft,noch wegen

b LW{I- 20 (@) (L=oit,y is 42, ),  eine Z-Darstel-
lung haoen, aind die Bagsiselemente des Tdaals o , deren
Multiniikationstafel jetzt noch unter Ausnlitzung aller vor-
liegenden Z-Derstellungen =0 (o] (=12~} berechnet werden

muf.

Die Berschnung. von 2zwei verschiedenen Z-Darstellungen-eines
EGY ist die Hauptarbeit in der praktischen Rechnung. Viele
s-Darstellunzen von PP nielererer Nummer milssen dazu voX-
vereitet werden. Selostversiténdlich wird man diese einmal
bersehneten S-Darstellungen nicht unmittelbar interessanter
PP in einem dhnlichen Schema wie beim fritheren aslgorithmus
vormerken, um sie nur einmal verechnen zu miigsen. Auf diese
jeise werden auch viele Glieder der Multiplikationstafel

standig mitgerechnet.

Bei der Programmierung wurde der Algorithmus in der jetzt ve-
sprochenen Form verwendet. Bin "Vormerken" der X-Darstellun-
gen nicht unmittelbar wementlicher PP war wegen des gerin-
cen Sveicherraumes der verwendeten Maschine nicht méglich

und wiirde bei etwes umfangreicheren Beisgnielen sofort auch
die kapazitat gréBercr Anlagen Uberschreiten. Man muf des-
halo eine léngere Rechenzeit zugunsten einer gewaltigen Spel-
cherraumeinsnarung in Kauf nehmen.

Fiir die Aechnung mit elektronigcher Rechenanlage werden wir

0

noch eine Uverlegung brauchen: ¥s ist gleichgiiltig, in wel-
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Cebl (k0 Ck i
cher Reihenfolge wir die K4V xfr T G AN aiz)

fir aie auf zwel wesentlich verschiedene Arten Z-Darstellun=
gen zu verechnen. Hat nimlich ein XGV nur eine einzige Z--Dar-
stellung, wenn die Basis des Jdeals in diesem Stadium des
Algorithmus gerade Gu=($;, f1 ... fs-] ist, so kann dieses KRGV
aued in einem sniteren Stadium, wo alle 3Beziehungen {fac:ﬁx]

nehmen, um

(j=12-.., ¢} und vielleicht noch weitere gelten, nicht zwei
verachiedsne I~Darstellungen erhalten.

Wirden wir also die XGV in einer anderen Redenfolge sls in
der vorhin oeschriebenen nehmen, die wir die normale Reihen-
folde nennen wollen, und bekémen wir damit eine Basisdar-
atellung <1=({f,ﬂf,"v{:¢), so kdnnten wir dsrauf wieder den
Algorithmus enwenden, diesmal unter Benmutzuns der normalen
Reihenfolge der LGV. Alle diese kGV wurden aoser auch schon
vei der Rechnung in der anderen Reihenfolge auf zwel wesent-
liech verseniedene Arten cerschnet und ergaben nur mehr eine
einzige?ﬁADarstellunga Alsc kinnen sie auch jetzt nicht zwel
verschiedene erhalten, wo sicher nieht weniger Beziehungen
vorliegen als damalg, Die Basis el 47w de ) muB deshalb
echoh jene sein, die wir auch bei der Rechnung bezliclich der
nornalen Reihenfolze erhalten hétten,

Wir bercchnen im folgenden noch einmal das Beispiel 1, dies-
mal mit dem Algorithmus in d&er neuen Form.

Beispiel 1l:

‘

&,ﬂ(_.*r,\"- L tX, XaXy=y, HE oLy ¥ AN

7ir schreiben die Basispolynome in die entsorechenden Bezlie-

aun~en (1), (2), (3} in 4~ um:

4 w i . Ty o - .
(4Y == 2 (Gl : ) g = Xy Ca)
(L X m g (o) ) a2 X (@)
B\ 4= Lxy =2 () (6 xr s < .

vy s . . . . i) - Gety Cledy
Jeiters fertigen wir eine Iiste der x™  xfv o X en, um

inre Reinenfolge feststellen zw kinnen, wobel Wir (k,1)
e il o Cigd Ci Ly
dag zuzenbrige PP ﬁa"xfz“}\“xfﬁ’

dium alse (2,1), {3,1) und (3,2):

angeven, im susgancssta-
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@0 xry har el Loayxteo (S1) xiy  Gtoga
@2 xmar (L Xa % by (LR) Xy a2 Xt
(Ll,?;\ x,_)@)?. (E,il \ 33 {_‘6’5; 3&;
(T 4) Xy (G4) XEx
. €5) x o
xff’""’xff“'”.“ SN von denen wir wegen (5.11) keine -Dar-
stellunsen berechnen miissen, streichen wir sofort durch.
SchlieBlieh bereiten wir noch ein Schema vor, um die Hilfs-
veziehungen vorzumerken, Hier konnen wir zu Beginn schon
(1), (2) und (3) eintragen.

X’il ¥ 2’*1_""1 <C{)
a2 (o)
AaXy By L
Xa X, ()
Xj‘ = 2.,(3-{{ CQ_‘
X3
Xﬂa x‘-’.a "’z\((&.\
AP X ()
E ){1_2-
Y Ky X5
gt Lo~ ()
X3
Xk X3
. X%
o

7ir beginnen nun, X% x; als das KGV mit der niedrigsten

Nummer suf zwei Arten zun bercchnen.

by 3 T N
(d.1a) LA R AN a{lxl-x,,}xa Z 2ixy = Xy = X (o

{(8.10)  Xfxy = xlxx)3 x4 2 23 () :
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(Die Reduktion einer Darstellung eines PP als Linearkombi-
nation aus anderen PP {mod «w!) auf eine Z-Darstellung 1a8%
sich mit moglichst geringemiﬂufwand ausfithren, wenn wir
weiter darstelloare PP der Darstellﬁng durchstreichen und
deren Darstellung an das Ende des Ausdrucks anfilgen.)

Aus (6.1a) und (6.1b) 1a8t sich x4+ =xCa! gewinnen.

Das schreioen wir als (4) unter (3) (wir nehmen xx -x,

in die Basgis aufl!). Evenso erginzen wir damit die Liste der
Hilfsceziehungen., ¥ir erhalten dadurch auch neue ¥KGV, néme-
lich (4,1), (4,2) und (4,3), die wir im Anschlug an (3,2}
hninschreioen. auch die bei (6.1) berechnete Darstellung
Xtxy =) meTken wir in der IListe der Hilfsveziehungen vor.
Zum Zeichen, daB {2,1) scnon verwendet wurde, varcehen wir

eg mit einem Haken.

Jetzt gehen wir an die Bercchnung von S-Derstellungen fur
Gas ndchste L3V, namlich (4,2), Es ergibt sieh keine ezie-
hung, slso nehmen wir sofort (3,2):

i

(6°2a) Xt}X&L EQ)C}X;'?\ X3 X-3'X$ E%%ZX‘%"XQ_(G»}

{6.,2) X4 Xl o= o () xg (Axy -0 ) = -’;’.,‘;-,{';3 - XyXy, + AXy (.

]

s srgist sich (5). vie frither wird auch die Liste der Hilfs-

beziehunzen und der k3V erginzt.

Jetzt komat {5.1) an die Reihe:

!/

{6.3a) X s(xtbg, =(Lx -0l x 2 248 -_5‘4’- - (ol
(6.30) X =l = x 0 « X Cal .,

fg ergint sich (6). ‘ieder machen wir die ndtigen Eintra-

sanzen in die Vormerklisten.

Auf disse ¥Yeise ~—ehen wir weiter. Die weiteren X3V haocen jew
weils aur mehr eine ainzize Z-Darstellung, wie leicht Uoer-

»riift werden kKaan.

Tie Arbheitsersparais, die zicgh durch die Ver einfachung des
Algoritnmus er-ib%, wird an diescn Beispiel nich$ deutlich,
sie ist aber hei komplizierteren Idealen bvetridchtlich. Auch
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wird man wieder die verschiedenen Listen zu einem einzigen
Schema ¥ereinigen.

Der Beweis des Satzes (4.19) kann jetzt leicht geliefort
werden. Nehmen wir an, s gei vei der Rechnunz mit dem
Alzorithmus in der fritheren Form der in der Voraussetzung
von (4.19) veschrievene “ustand eingetreten, in der Liste S
ndgen daoei £ v i stehen ({-J-’”-F xﬁ“xz_ff]mx,;;’v\4_‘u L Lyt s,

,(Jl (j\ ?.:;“

. - . . .
X1 M gei unter den PP von -}J- dagjenige mit der
.. - L . 4y LI
hochsten Nummer). Diejenigen von den PP it ni'..xb» mit
einem Grad =Kk+1 gind laut Voraussetzung selbst Vielfache

. . ® ey )
von irgendeinem anderen x)i sl .., xﬂ'f«P y 8lso

(BA P
G, P x,_c'z.&

X G R N (12p2s . paj ),

T Xﬁr‘
#ir missen fur sie auf mwei wescntlich verschie ene Arten
Z-Darstellungen berechnen, dann k#nnen wir sie aus der Basis
entlassen, (Ferade das wird in (4.19) als geschehen vordus-
e s : : . i i <.
gesetzt,) s bleiben alsoc noch die KGV ,..ff‘“”,éf‘ 4l N vl
zu berechnen Ubrig zwischen jeweils zwei PP xj«u”xﬁ‘ x,,'"nc‘"}

L3 * c' B . . c-‘ v, [ c.‘ r
und )c,"'(""x,_'f*"] s mit Graden <k, Die g0 Glinin 1. gl
treten aber spdtestens beim Grad k-4 auf (mit Zunilfenahme
ven (5.,11)!).

In der neuen Form kana der aljorithmus fr jedes beliebige
Ideal anvewenltet wexrdern, auen wenn wir von voraehorein nichis
fiver seine Dimension wisseu. Ee kann ni%miich jetzt in jeden
Stadium entschieden werden, ob noch weiter gercchnet wsrden
mi3 oder oo schon alle wichtigen 3eziehungen gafunden wur-

fa]

den, Durch Anwendung. des algorithmus auf ein beliebiges

Tdeal =4 fo,me Fo) erhalten wir eine Basisdarstellung des
Ideals ' .

' . , ' i
(6°4) A= ({“1’4 %;/“"%5.'\1 mit !

4 (¥ IR
oF R i
(8:5) F = 1 xlr x4

.. .l‘i.}'\ W I("i‘ 7 4 : . .
(wobei = xJo . xy"  unter den PP won 1%' dasjenige mit
der hochsten Hummer sei), '
die die Yigsnschaft hat, daB das hichstnummrise PP eines

L]
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belie?igen Polypoms{eoc Vielfaches von mindestens einem derxr
PP xﬁ‘ xim\uxﬁf) ist. (G#be es ein Polynom fet, das diese
51genschaft nicht hat, so hdtte eine PPR 4, , die Adurch
den nlgorithmus als Basiselzment festzestellt wurde .(siche

S.4% ), eine Z«Darstellung.)

Es gei noch bemerkt, daB in Bezugz auf die anordnung. (4.1)
der PP nur eine einzige Basis des Ideals mit disser Eiven-
gschaft gefunden werden kana. Give es nidmlich zwei verschie-
dene solche Basen

(6.62) au={f o ter) wad

(6.50) = (47, £, o fo)

g1 &y dy Wy
(WO 0‘:1 th“ lq‘ LEERY X,L. ( &1& X:-‘é A Xﬂ- } un
)

von t (B2 )y fet2n. 80 (=12, 000,07
m't der hdchsten Nummer sei),

er “en PP

+
dasjenige

80 hidtte nimlich ceniweder ein PP in bezug auf die eine Ba-
sisdarstellung des Jdeals eine Z-Darstellung, in bezuz auf
(Y u

. W .
die andere acer Yeine (wena unter den xi1 xh''\ .. x.* ein PP

iuxb’nlcht voriommt oder um-

vorkomut, das untor Jen AJQLXL
gekehrt) oder die X-Darstellunz von mindestons einem PP

widre in 2ezug auf Jle beiden Basisdarstellungen vorschieden.
Seideg steht im Jidergpruch zu dem Ergebnis, das die Lnwen.-

dung des Algorithmus auf ein Idesl hat.

G4y A .
Jenn unter den xj P con g™ Q.iﬂil,\-u&’] nun PP der Form

Q‘ Ci«42,.,n) vorkommen, s» haben alle PP ab einem Grad

é;n gicher eine I-Darstellung, dies auf Grund der zleichen
Uoveriegungen wie beim Beweis von (3.1). Es giot also nur

endlich viele linear unadhinzize PPR inA, & ist also nulle
dimensional wezen 3atz (3.6). Xommen aber untcr den xﬁﬁﬁﬁtnﬁim
nicht fir alle i PP der Form x{" wor, (z.3. habe kein

7 x) e die Form %), dann hat kein PP der Porm XL Cpeo12,m)
eine Z-Darstellung, < hat also unendlich viele linear un- |
abhdnzige Slemente, ist ein hyperkomplexes System mit un-
endlich vielen Basigelementen im 3inae von (3.5),¢ hat ale

ga eine Adhere Dimension.
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CMuB im Laufe des algorithmus einmal f=4 in die Basis auf-
genomnen verden, so iat & der ganze P~Ring, & hat also die
Dimension -l. ¥ir kinnen also mit Hilfe des Algorithmus
auch gewisse Aussagen ibcr die Dimension eines beliebigen
Ideals machen.

Wen. wir den Algorithmus in seiner zweiten PForm auf Ideale
= (e, futa), v fea) «kTx] anwenden, liefert er uns den
griBten gemeinsamen Teiler der Basispolynome ﬁ-cxy (fatz s},
ersetzt also den Puklidischen nlzorithmus. Dazu 2in Beisniel:

Beisniel 2: a.*(x-"-:}-,xi P x-T, xT-28 43 1164t -0y -10, X 25 -1t pATx +25)

Y x=z5 (o).

Wir berschnen zundchst zwei Z -Darstellungen von x? Tine
~ steht gchon da: (3). Sie braucht nur mehr durca Verwendung
~won (1) vereinfacht werden zu:

: s I , e ’
x*t - L3 +4g,(’--49'/,< al +4/Vx’-—-2,_m +48 + 834 =3 ~18 (@) -
Die andere oerechnen wir aus (1):
x' = Fxd ._1),{9. +9{+. Lﬁ{,z -3-;,.3: +;.<r/+.e,axa -l x +35 (),

- Ts ergist sich als neue eziehung (4): x*23x-410 (af,
(3) kann aus der Basis gestrichen werden. Wir betrachten x° :

Aus {(1): x° = %—4}{4+)?/+%-/a/+6?x -6r (o)
Aug (4): x5 = jﬁ- -4)74 1-34/* —‘?-o £39 % Cou)

Bg erziot sich (5): xad (a).
(1) kana aus der Basis gestrichen werden, Wir octrachten x*

e

Aug (4}: x*a 27 (a)

Aus {5): x*=§x 220 (a).
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Be ergidt sich keine neue Beziehung, doch ¥ann {(4) aus der
Basis gestrichen werden, Auch die Berechauns von x° aus (2)
und aus (5) liefert dieselove Z-Darstellung, (2) kann aus
der Basis gestrichen werden. (5) oleibt als einziges Basise
golynom {brig und ist der zrélte semeinsame Teiler dex
uranriiaclichen drei Basispolymome ([l], S.39).
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7. Die Berechnung der Hx.lbertfunk'b:xon eines Ideals aug einer
. Bagig der Art (6.4).

In diesem mnoschnitt werden die Symoole und Definitionen von
[l], S.154 ff. verwendet, Wenn wir mit den Méthoden des al-
gorithmus fur ein Ideal e eine Basis der Art (6.4) gefunden
haoen, so gelten in bezug auf diese zwel Hilfssdtze:

(7.1) Hilfssatz: Die Zahl der linear unabhingigen Polyﬁome e
eines Grades €% ist gleich der Zahl jener PP eines
Grades «t, die V:Lelfacaes von mindestens einem XC}X‘L ..‘%@-‘
gind, wenn

c&.-H—{,{-{,m,{‘S») eine Rasis (6.4) vena ist,
,D;'. (L\ (L 9
und f IL [N X‘M:L -}—u.
( (<o oy, L .
(4 gt x5 ist unter den PP von T dasjenige mit

der hichsten Nummer), L=12,.. 5 o

(7.2) Hilfssatz: Die Anzgahl der in (7.1) erwihnten PP ist
NCE ChO L o F =
2 H (et e+ B Catgned) + o B(mdey me -
= Bty smet) = Hltmbs g med) = v o= HCE = beny o7 SR 4
doas

[
.

S H (= by, 00 ),

wenn t, der Grad von f, ist und i, 0y ;k der frad vom,
Cigfa,onlidl Golinip i & (g Gal (i
£33 ity i s ' wouel G el uMax (110 )

fur ia1,2,.,m  und 1€ <iEy, A£57

Aus Aiecen Deiden Hilfssédtzen folxt unmitteloar die folgonde
)

Tormel zur Berechnuns der Hdilbertfunktion von « :

{7e3) HG Gt S = HGm - = NG GURL LY

4

Piir t<o wird dabei RB(%,w durch #gw)j=0 definiert.

Jeweis vor [T.1l): Zunichst wissen wir., daB es mindestens

so vizle lineaT unavhinsize Polynome fesy eines Grades <t
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wie PP eines Grades <t gibt, die Vielfaches von mindestens

einem x,‘:“ xl;“,vxi‘iq (La1,2, vov 87 aind.Denn die Z-Darstelun-~
zen der Restklassen dieser TP sind die Restklassen von Fo-

lynomen ‘

(7.8) fp o T dgramr pe &,

in

wobei Jedes 'h“'z.“;w dag PP x{*x._":..,\ v als PP mit der héch-
gten Summer enthilt. Diese PP sind aber linear unabdhinsizg,
also kan. es eine Bezishung

> o . . { A .
(765) ",:" qb\iz‘lnl-h- -(»1‘4;,’.‘-uhﬂ‘ = O \.Q!‘G‘L\\‘!‘-'-e k‘}

aur fir Q C=(Q gecen,

i‘.' Tn sy,

I ,‘ 3 - 3 -
Wiirde nun noch ein Polynom ‘f ecL mit einem Grad <t existieren,
das nicht Linearkombination der fii .i, Wire, SO ksnanten wir
ein Polynom

(7.6) g =1 "~ Zaicdnfiii, et (Qigipin €K

bilden und dabei die koeffizienten Qi .., =0 widhlen, daB

g keines der PP x,f“x,fa “..x,":' snthalt. Unter den in g verblei-
benden PP mit Foeffizienten +0 gsuchen wir nun dasjenige mit
3der hoehsten Nummer, wir nenunen es xbopbe e Seine Regt-
klasse wurde dureh den alrorithmus als ein asigelenent fest-

gestellt. (7.8) wird aoer in A4 zZu
(7&77} ﬂ z O (.C«-\ ’

wodurch x.,i"xj_m X eine S-Dargtellung orhdl®t im Widersoruch

zu geiner Eigenschaft als asiselenment.

Den eweis wvon (7.2) liefern wir mi% Induktion nach 8% Im
Falle ¢7=1 liefert die Formel N (e E = H(k-kasm-1y 10 ber~
einstimmung damit, daB wir xj:ﬁ,\(,}iﬂmx? m' t sdmtlichen PP des
Grades t-%, multiplizieren nissen, ui Aie PP des Grades t

zu erhalten, die Vielfaches von x,‘:“x,jﬁ““, 'gind. Nehmen wir
nun an, die Formel gelte fir < Baianolynome. Die Anzahl der
PP, ¢ie Viclicches von pindestens sinem der PP

iCl.\ im \\u
(7.8) . x5 sk Clat 2., 871



eind, kdnnen wir nun so zusammenstellen: Wir nehmen gimt-
liche PP, die Vielfache wvon den ersten &' PP von (7.8) sind
(ihre snzahl 1HBt sich auf Grund der I11:iuktionsvoraussetzung
cerechnen) und fiugen dazw sdmtlieche PP, die Vielfache von
xﬁ“q“&ﬁymi..xf?ﬂy sind, deren Anzahl sich auch sehon bYerech-
nen 138%t. Damit haven wip allerdings einige PP dovnpelt ge-
z8nlt, namlich diejenigen, die Vielfaches von einem

CLs 0, oy 58 LTk 4 dy (571 .
X1Q1 '.{C!:. Xf" 1 = Max (:I; PRr ) {:\“' nr1’.1"“.4ﬂ,\

A sind ({429 2 GiY

und damit schon oei der ersten Gruwne mitgezihlt wurden.
Auech c‘ziesef anzahl 188% sich schon auf Grund der Indukitionse-
voraussetzung oerechnen. Diege PP mlissen wir also von der

fritheren Zahl aocziehen., Lg ergivt sich:
Nt b e ) = |
H(t=tm-f +os+ Hlb-tg,m=1) = H{t=tqyq et = HOE= £y o1y 400 #a® N CEty . sosn
+ H (4= fgq0m-1) - '
‘[_H (Etyaqqont) b o b H{E =By st} = H{d=ty, g2 1) - vl (bmtgay g oy A7) ;..\‘+
F ey H('t-‘q,,_,“,,g;s-m ;.a\,-f)l = :
= Hltet,omn~1) + Y (haty pnmf) ponsd HOE=bo sneq) -

“HCt by sned) = (kb omet) = e m B Ghegqpq sl
3+ ws

“
b
“

+ (,1‘ HC‘E- lttj_,s\x/"“"l )K-‘I) »
Dacei wurde noch verwendet, dafl dag EKGV von

f . Y Clo o+ Ci.y 3 2
Gy % 4) cSinsey gl Ghlasmet) Gyt +1) o )
-'l‘.tq‘ ’ [ENY "M:" s Xy vy Al Y >4 vy X
zieich dem KGV von -
i [N A g Céy) {1y HC"H) ‘f‘:"'")

4 i i 1 £
K oaaamy o x oo ey SO P A Ky

iet, woueli @l <iuk a.<igds ; 1£k&3s’,
Danit haben wir die ldglichkeit, die Hilbertfunktion eines g
beliebigoen Ideals zu berechnen, nachdem seine asisg zuerst E
mit Hiife des algorithmus auf die hier zeforderte Form (6.4)

gusracht wurde.
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8. Bestimmung einer Schranke fir das Abbrechen deg Also-
rithmus aus den adgpolynomen des Ideals.

Auf Grund der Uverlesungen im Abschnitt 6 kann jetzt vere
sucht werden, schon aus den Basisgnolynomen ﬁ,ig,....h

gines P-Ideals as=(i f < §:) eine Schranke zu berechnen,

pis zu wie hohen Graden héchstens gerachnet werden migsen
wird, damit alle Schritte des Alzorithmus durchgefihart

sind (d.n. die Voravsseizung des Satzes (5.13) erfilld ist).

iiisr sei eine Schranke abzeleitet fir den Fall, daB

(8,1) Q‘(‘\'ﬂ,h,ug ’fs) C“KE—""‘,X‘L},
Iﬂfﬁ’; x"y:”xi;:“ .

fn oy
(71280 X, "xl' ist dasjenige PP unter den PP von

f;, das die hdchste Nummer hat).
7ir werden noch folgende GréBen orauchen:

il "
(8.2a; 1.7 =aMax (l_,v,\q“ s lat2, Latle, e k=litasy

4 4
(8.20) WHW o b
(BQZC) K =« Max QKU"H) p Led by, 31, ket et o, 8, o Pt

. W it L
(8'26) LQ 2 MM‘LC’"’ -i‘l!\ 4otEV L s A4 £8 s

3} Y ]
(8.2e} i; = Min Cl( * iii“,. Let,l o 8 1dl, @3

(8¢2f) | = ‘-1 b !:t. _ - - S el
Zundchst gilt, daB es hdchstens I PP des Grades X ohne
. - : o ) } : Wby 4 -
¥ -Darsteliunz giot, namlich x5 M voo %27 gkt
- Ml be Lx 0
und Sl xR W2 g x5 o2 pig x., k Mgind Viele

U-a) Ll iyl G oo
fache von xM xin, x4 xS ~et 0is x“‘ﬂﬂmd vzelfache von

M Dazu ist nur zu zeigen, daB

(3.32) W=ty 3;&‘1! cder

1

(8.30) ket 2 1009

1
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Das stimmt, denn

(LY k-d
}+ de(lz_,iz) =

{L ) ;(. L1 i
%

Aus dsnseloen {berls-ungen horaus giot es auch héchstens I
PP eines Grades t>WK ohne Z-Darstelluns, Hat ein PP eines
Grades <« gzwei verschied:ne I~-Darstellungen, aus denen die

ic.nﬁ {810
Z-Darsteliuny einesg bigher nlcbt darstellbaren PP xj s>

(8.3¢) K = Max (w“' « Max (Max (17 L

.y
= Mae M 4 vax (7 1Y) -

Gy L)
gewonaen werden kaun, so0 ¥ann i x# hochstens wieder den
~ - . . , m-«\ .
Grad ¥ haven., Ist nun sl und | al, , so gilt:
k) (sl st (seny () .
(894} Ké‘iﬂ ‘:‘iz » k“1f‘?f/“‘/‘3/‘ 1\; ”Mq}" "Jn - J ) .53'1»‘2'

Das heilt also, dalB die neuen XKGV alle einen Grad «Xhaben,

GBIy .SM:
\ . . {
Das beweisgsen wir so: Da xg xl bisher noch keine Z-Dar-
| e Y . .
stallung besal, mul3 i%ﬂ 1*‘ ung | @ <T*ﬁ sein. Dann zilt auch:
. . ) 14 U
(8.5) (R (Gn g enila R gt KL Qe 120,

wenn man beriicksichtigt, daB bis zum Grad k¥ schon alle Poly-~

noze aus der 3asis ausgeschieden wurden, deren PP mit der
. Gy Ay
héchsten Nummer Vielfaches von einem anderen %h xf ist, und

deshalb zilit:

NI e LY} 0a} §73 Q{i
(8.6 raly » L <l s sl 217l (k= 42, 0,8 kal, kb,
e Gy ;
B e kel o LD e kel
, %totﬂ (el ORI
Hean also x' »» und eines cer~“4x¢ gin B3V hat mit einem

o M
s ey
Trad K, so muB entweder i, <l oder fﬁ}

<!, gsein. Tenn wir nun

und h‘ neu definieren

i

2 omay LN 4y L S
(B.Fa) i = Mm(l ) . b=t sr und
(8.75Y 4, A Mg O1F ;

LD ] ¢ ~ il % 1 L‘ - L':a'i 4..,' 3?'1/

" H LN I}
ho4y oder i, geseniiter Iptie
oen. Das heift ater auch, dal es jetzd

2 tw¥ weniger PPR nhne Z-Dars tell:n“ 1 ittt
VLoedl ey

A 2y “ . . - TP NNT . 2 . P l

als friher. Die nesuven BGV von x1 ¢ ond 5ﬁﬁ,§l “L'L%“ué

milagen helin Srod 2X alle cuisetreten sein. Beinm Zrad 2K
n 1oen Sehlilgze wieder onwenden: entweder es

n durcn eine neu suftretende Bezishunzs h oder
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I, oder alle neuen KGV treten schon vor dem Grad 2K auf,

Im ersten Fall ftreten die nsuen KGV vor dem Grad K+2LK=3K
anf, Auf diese Welse konnen wir weitergehen, Im ganzen

¥enn sich ! =4 +| nur |-mal verringern und damit die Schran-
Xe erhghen.

Wenn alsgo =1 ist, so treten alle jemals zu berechnenden
EGY vor dem Grad X "=2K auf,

igd =2, 80 vor dem Grad K™= k+ kMaak

ia% I=3, go vor dem Grad K® =K%+ x®asik,

So ghen wir rekursiv weiter: wenn (=L , so treten die KGV
vor dem Grad %= k% Manf,

Un zu einer direkten Formel zu gelangen, milssen wir die Ab-
schédtzung etwasg vergribern und sagent

Fir =1 treten die KRGV vor KM auk auf,
fiir {*L treten die EGV vor K™ e ke 2%k auf,

]

fir i=L treten die XGV wvor
(8.8) W%tk auf,
wiz ein leichter Induktionsschluf8 liefert.

Freilich wird der Algorithmus in den meigsten Fdllen schon
bei sehr viel kleineren Graden abbrechen. (8.8) hat deshalbd
nur theoretischen Wert und sagt aus, daf der Alzorithmus

bei einenm beliecbigen P-Ideal cKleyxl vei mewigsen, v o r her

bestimmoaren Graden sicher schon abgeprochen werden kann.
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9, Die Programmierung des Algorithmus.

Un den Algorithmus mit elektronischer Rechenanhge zu bear-
beiten, miissen wir uﬁs zuerst iiberlegen, wie in solchen An-
lagen mit Polynomen gerechnet werden kann. Dann werden wir
grobe FluBdisgramme filr den Algorithmus gowie fir das wichw
tigate Unterorogramm (Gewinnung einer Z-Darstellung fir eine
PPR) angeben, die auf den Ablauf so weit eingehen, wie das
ohne Beriicksichtigung der speziellen Eigenachaften einer be-
stimmten Rechenanlage mdglich ist. Im Anschlu8 daran veschrei-
ben wir die fir die ZUSE Z 23 V vorhandenen zwei Programme,
indem wir zunidchst kurz Eigenheiten dieser neiden Programme
angecen und dann deschreiben, wie die Daten eingegeven werden
milggen und in welcher PForm die Ergeonisse emcheinen. In den
PluBdisgrammen wird ein neues Sympol verwendeth: aab. Des soll
vedeuten: der neue Wert von a erzibt sich aus dem visherigen
Wert von b, mit der hiufigen Anwendung: <@ wari, und ahnliéhen,
was in Worten heift: der neue Wert von a ergibt sich aus den
bisherigen Wert von & durch Addition wvon 1,

Das Rechnen mit Polynomen in Rechenanlagen,

Hier geht es erstens darum, PP darzustellen, und zweitens,
diegse zu Polynomen zu vereinizen. Um PP darzustellen, wure
den zwei verschiedene Wege verfolgt. Dexr eine ordnet jedenm
PP die ihm in der Anordnung (4.1) zukommende Nummer zu und
rechinet mit diesen Nummern. Auf diese Weige orauchen wir
zur Darstellung eines PP nur eine einzige Zelle, kdnnen in-
nerhalb gewisser Grenzen mit beliebig vielen Vaeriablen be-
liebiz hoher Grade recheun, brauchen aber fiir die einzelnen
Operationen mit PP (wie Multiplikation, Bildung des EGV
und ibnliche) zeitrsubende Unternrogramme. Der anders Weg
stellt die Exponenten eines PP xﬁxﬁiu.xiv als eine einzige
Zahl dar., Wie das geschieht, kann am schnellsfen an einem
Beispiel gezeigt werden. Nehmen wir m=d und 4«2, iged =l
dann wiirde die dem entsnrechende Zahl 20104 lauten. Auf
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diege Weise lassen sich Exponenten <93 verarbeiten, wir bele-
' gen mit einem PP auch nur eine Zelle, die Unterprogranme

fur die Operaticnen mit PP werden wesentlich vereinfacht
(vor allem die Maultiplikation von PP: diese geschieht jeiz%
einfach durch Addition der bveiden entsprechenden Zehlen).
Freilien Xdnnen wir nur mehr mit einer beschrinkten Anzahl
von Variablen (in unserem Falle mit 5) rechen, weil in einer
Zelle nur Zahlen mit beschrinkter Sellenzahl darstellbar
aind. Mir den ersten Weg sei hier noch eine prundlegende
Formel angegeven, ndmlich diejenige, die es vestatten.aus
der Anzghl der Varlaolen n, den Expononenten i i, - in

und dem wraﬁ_n‘ﬁgfj die dem PP xkxﬁanxﬁb in der Anordnung
(4,1) zukommende Nummer NCiiip,..., is) auszurechnen. Sie

lautet:
ot

mt bri- &
,.1) N(l.‘ by v ,aﬂ_) Z (v n-1) + ¥ (’c 1) —ZZ H(r-1; n-1=3)
Jmq T gl {L

. [P 1}
mit der Definition:

. .
(9.1a) Zmy=0 tar <k,
Talg

Der Teilausdruck
&1

(9.10) 2 Hlmw-1)
Teo '

von (9.1) zibpt die Anzahl der PP des Grades <t aus n Vari-
avlen, der Rest ergiot also die Nummexr des PP innerhalb

des betrachteten Grades %. Wir beweisen indukijivrmch ¥ und N.Zu=
nichst gilt die Formel fiur t=0 und alle n. Piir diesen Fall
errechnet die Formel: ‘

M- o +1-0Q
(9.2) N(0:05 w0) = £ Mg s H (et ma]) = H(otnet) w1
Teo it ories

in Ubereinstimmung dami%, daB es fir alle n vom Grade o©
nur ein PP giot und dieses die Nummer 1 bekommt. Formel (5.1}
gilt suen fUr mn=4 und alle t, Sie ergibt in diesem Fall:

+ Y
(2.3) N(@G)~Z wlro) —o=Z 1=t

T

in Ubereinstimmung demit, daf fir m-~4 bei jedem Grad nur ein
einziges PP suftritt und dieses deshald die Nummer tef orhdElt,
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Wir nehmen nun. an, (9.1) gelte fUr n und alle t sowie fur

n+t und alle Grade t bis zum Grad %, Wir zeigen, daB die

' Pormel dann such fiur w+1 Variable und den Grad t+14 gilt.
Gegeben seien also i, iy, ine mit;f.:ij »tt+1 o Die PP gines
Gradeg t+1 setzen sich zusammen aus denen mit L,+0, welche
einfach die mit x, muwltiplizierten FP von m+1 Variablen des
Grades t sind, und denen mit i=0, deren Anordnung durch die
Anordnung der PP des Grades t+1 aus den n Variablen' % x, ¥
begtimmt ist. In oeiden Fdllen 188t sich die Formel wegen

der 'Induktionsvoraussetzung anwenden. Im Falle {20 gilt:

(9f4‘) N (O/ Ilg,.) ey I‘WH\ alNy ’t'N:.'!' N3 /

wobel N,ag,oH {e,m) die Anzahl der PP eines Grades tst aus
n+1 Variablen,
No= H(tsn) die Anzahl der PP des Grades t+1 aus den
ne4 Varialben X, w .. Xpy BLE %0,

me T F-BL

und N3,= H({: . T\-d) -
. ST ralpenide
die Numuer

 H(r-4 ?\.—1'.3)
i

es PP innerhaldb der PP des
Grades t+1 aus den nm+1 Variadlen Xy, -, Xne

mit =0 ist (mit (9.1) errechnet).

N wird durch die Indexsuostitution 'k-*\-j und nachheriges
Wiederersetzen von k durch j Zu s

' w(i‘-“?’ﬂ-i-‘] el ;L
Ny = H (41, met) ~z_zi% B e o))
AR raEe\eL- i

. Wi, ‘
Es ist alao: 'Ei
£+4 L ey 4t~ L ( ‘\
NCO 1 Tu e ) = 2 HCouw) = HT=1, m-j) ~
5 l: Ariby O 4-17‘0&*“*1‘ "L
well Zi a2l wegen [,=0 ' “ '
a2 Wi
n o,
E41) 1= £, :
und H{-1mety =0 Wegen (9.1a).

TeCertVp2a T
1 b‘ L]
In Falle y+o0 gilt:

(9,5) NG G, e, et = My My, wobed

£
{9.%a) ™, =2 ¥(;x) die Anzahl der PP eines Grades vret
&,
aus net Yariablen igt,

und die fummer des PP x,'x/»... x5 dinnerhald des Grades
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£+4 50 berechuet wird (mit i/<i-t. if =i (=23 mnrti

e, va . ol
(9.5%b) Mz ‘N(l‘l;ij./"‘,i"\d-‘r) "E:H (z m) =

J~t

n bed -5 431 -0
- M) =2, # (=1 m=j) =} R(rmts n-1} =
JEL amEala I Tuk +2- ;‘,

L

= .
i1,
e Brdyed T8
= H{Erim) —H (bt -2 B{r-1, ey + H e T, net) .
A5 qa (Bt #4, - i
sy

(9.58) und (9.5b) zusammengesetzt ergidt also die Richtig-
¥eit von (9.1) such fir den Fall 30 . Die Rlckverwsndlung
der Nummern. in die i.i,,--.n Dbei gegebenem n geschieht
algorithmisch nach folgendem Ablaufschema (daoei wird -t
gls ic mitoerechnet):

(3.6) ‘_i Ein.sprung§

|
P=‘“N(‘i1,i2‘,u\/iw\ -~ l’(h %'1‘, L’ozq‘o
Y

bea,
Q=

4

A e p+ H(apn-1-1) b

ALOY ' Gl Lt E )
Ja_ nein R

Py I i TSI

peA hwb-q e

kzo

Je nein
(Ricksprung]

Dieses FluBdiagramm gilt fiur m=4. Nehmen wir an, es gilt

fir n Variaole und betrachten wir ?--N(i,lg‘z_’m, ) o Im Fale
le von n Variadlen wird i, i .., in ab{l) vercchnet, nachdem
die verwendeten GriBen durch die bei der Berechnung von i,
durchisufenen Teile des FluBdizgramms suf folgende Werte ge~
setzt sind: p  ist die Nummer von 0 %t x% unter den PP

Q4eari Len L+ o ‘ . -
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des Grades %, négativ'genommenpﬁ-t kam-2, bat, a=o.

Im Palle von m+4 Variablen wird % und i; richtig verechnet,
wie ein schrittwelses genaues Durchfithren der Anweisungen

des FluBdiagramms destitigt. Danach stehen bei der Marke &
dierverwendeten GroBen auf folgenden Wertens p iast die Num-

mer wvon " unter den PP azus den n Variablen Koo X5, vov, e

XS Ko
des Grades t-i4, negativ genommen, L=2, k=n-2 b=Grad des PP

x?xi.“xﬁf,.a o] - Naeh Induktionsvoraussetzung.berechnet
das Ablaufschema zenal i, iy, ineq , Wenn wir mit diesen Wer-
tan bgi<:)eingehenab4,hat nur die Wirkung, dafB die noch zu
errechnenden Exponenten die Indizes 2.3, ... ,m+¢A erhalten

vad das zwelte Argument M+ -1-L von H{e,&+11-4-1) die riche-
tigen Werte fir den Fall der n Variablen x,,x_ - 4., annimmt,
Dag ist aver «e*ade die hiex erforderliche Wirkung.

Polynomrestklassen
- b;‘
‘g" - X},’x,‘_"“. K.L’ ‘1"‘2— c‘;“t.“ \”xq X,_ \\\"(ﬂ, YSO (C{,\

{4'xx (. xd~  sei unter den PP von {. dasjenige mit der hSchw
sten Nummer; Qi iy e i &)

wurden in der lMaschine in der Form

T e = ~E Qi xq"xi* v (a

80 dargestellt, daB in die erste von mehreren sufeinander-
folgonden Zellen die Anzahl der PP x“x™.. x'* mit Foeffi-
zienten %0 gesneichert wurde, in die nichste Qﬁﬁl\uxkﬁ {als
Nummer oder Zahl), in die néchste der erste Koeflizient wo,
in die darauffolzende das zugehdrige PP {als Nummer oder
Zehl) und so fort bis zum letzten Koeffizienten'ﬁc und dem
zugehtrigen PP. Auf eine bestimmte Anordnungz der PP xﬁxgh“*ﬁw
_innerhalb des Polynoms wurde nicht wertgelest, jedoch bed
jeder Overation m.t Polynomrestklassen dafiir zesorgt, daB
die Ergebnisrestklasse wieder nur PP mit Koeffizientsn + O
gesneichert hat, also "dicht aufgeschlossen” ist. X wurde
als Kiryner der rationalen Zazhlen sngenommen. Zihler und Nen-
nzr eines Xoeffizienten wuxrden in zwei gesirennten Zellen ge-
gneichert, sodaf also eigentlich jeder Koeffizient zwei Zel~
len beansprucht. Figene Unterprogremme missen die Rechenone-
retionen zwischen den auf diese Weise Adargestellten rationa-
len Zahlen bDewerkgtelligen. Dis einzelnen Polynome wurden in



Zeilen regelbarer Linge angeordnet, Seim ﬁberschreiten‘diew
ser Linge (sowie beim Uberschreiten je 'er anderen Grenze,
die Plr die Rechnung gzesteck: werden muB, zum Beispiel fir
die hichatens zu vewdltigende Anzahl wvon Polynbmen, fiir den
héchst zulédssigen Zahlberaich, fir die maximale Anzahl spei~
chorperer Basiselemente und dhnliches) miissen Anzeigen ein-
geoaut sein, die dieses Uberschreiten melden, um talsche
Resulitate zu vermeiden, die beim Weiterrechnen entstehen.
(Diese Ammigen werden im FluBdisgramm nicht singezeichnet,
um diez Ubersichtlichkeit nicht zu verschlechtern.)

FluBfdiagremm fir den Algorithmus.

Geseben gsei dasg Ideal o = (fa, o, o fe) Rl e, ),
Gy 6y Wh i
{ Gy L ;
iq T A TN U 3 8 s SR

T ;
- PR+ i Q"{]P?im
‘.1
Ny Y 4 . ' . .
(x4l = PP igt unter den PP von f; dasjenice mit der

N L2} Y . . i :
h&chgten Nummer; ayi; .., eX ;?P?'selen die x'x't.xy ., die

Jo

PI PR { : . .
bel Koeffizienten d%&ujh}?g stehen, in irgendeiner Anordnung

seschriesen).

Bin grobes FluBdiegramm fir den Algorithmus in der im Abe-
gseinitt 6 oceschrievcenen Form schaut dann so aus (Hilfsbezie=
hungen werden nicht gespeichert, die KRGV werden in folgender
Reihenfolge verwertet: Das XGV von PP und P kommt vor
dem K3V von P¥. und ?Pq , Wwenn k<p oder k- und L<q 1):

:Start%
i
Liezs die Polyncme ﬁjh.Tvt; ein,
gpeichere sie zellenweise.
!
Schreive Uberschrift und drucke die
Polynome j. & -7 zur Xontrolle aus.

e
[
.g




@ SFo a1t () F=2

§1

L=1

|

¥

ja mein
[

i
F.
Sez Bilde PP,y = (EGV von PP und PR )

(TR
% éim i

Schreioe:
(wl}edim

‘dimj Jilde MQ;L\ ¥ {Produkt von PP, und??_)

/= Py O

;

ja  mein |

i
Wym-1, Wy =1 PPUcy= PP ¥
ja ein

umspeioh
P

[%*1] fa_ |nein

o R
. &y Wy =) W,y 5-4
pilae Doy » s0daB ?PCHL\’D&“&\ PP : 2l | = d

Rilde ﬁl:y,“ 5 sodaf ?P{_k);_\ - D;i\“-?ﬂ

1

. s . (ke . . . .
Multipliziere {x mit R, und speichere es in Hilf{szeile 1,
Multipliziere 4, mi% i?‘gnund speichere es in Hilfezeile 2.

Subtrahiere Hilfszeile 2 von Hilfszeile 1 und speichere
das Ergevnis in Hilfszeile 1l.

Reduziere Hilfazelle 1 auf eine Z ~Darstellung.

- ]

/‘Ierscb.winden alle

EKoeffizienten der
3 ~Darstellung?

nein

ja
s ——— "
{umspeich) EE
i

Suche in der Hilfszeile 1 das PP mit der
hichsten Nummer (dessen Koeffizient sei a).

{ITst dieses PP gleich 17
ja nein

i i

|

{( =L ) -mciimﬁ

Dividiere die Hilfszeile 1 durch -a und bringe
das PP mit der hichsten Nummer in die zweite
Zelle der Eilfgzeile 1.

i
\"\‘/4_ >t
lia nain

i 1




0y 3
Umspeichere Umspeichere |{Speichere Sam 31 S
Hilfszeile 1 Hilfazeile 1 (iZeilen lrl.s £s ¢ apeichere dis

1in Zeile 5+ in Zeile X in die Zei~ Jja hein] EZeilen (+1.. s+

S S+ len L, ... s-14 ] g in die Zeilen
; L=A4 spefbhere L. H s
5! {Let+1i — =P T : Umspeicherejice_s ,
Vs 1 Hilfegzelle 1 11, 79 = ) ()
) 2 - 7o P
:LI'l ae.g.le 224 : iZl Zelle k
tD @ Em e
bez

] _
[Rommt unter den PP (=%~ o]

ein PP der Form x

Tor?

8

nein

L]

Sehrei
Reduziere die Zeilen 1hw.s
auf Z-Darstellungen und

drucke 3zie aus

Bgs“Nulidim"

|

drucke

Achreide: "HORETGLImT
Reduziere die Zeilen 148
auf Z ~Darastellungen und

gie aus

1
—
iStop
R

Drucke:
1 Pet, L=Q, wa0Q, £«Q

"Bagsiselemante®

e
I3t des PP mit der Nummer p
Vielfaches von einem PR ((+12.,6}7

ja

nein

-
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einen hihe-

i

|

W
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ja
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Druake 8,
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|
HB1IdE B«
ji
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i
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iBerechne die Z-~-Darstellung von 3 4
lllgpeichere sie in Hilfszeile 1.
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FluBdisgramm fiir die EKeduktion der 'Darstellung einer PPR
durch andere PPR niedererer Nummer auf eine e=Darstellung.

o T <oy
In der Hilfezeile 1 sei die Beziehung PR « PP (u)

. i
{ PP, und PP gind Potenzprodukte, ¢*0,q kK, (=14,1) in fol~
zender Form gespeichert: 1, PP, a, PR ... a PP,
in den Zeilen 1L,4,~.+,8 -die asisbeziehungen
»r) :_%1 q{;hPP?\ (a)4i*V4~s PP und PPQ{H sind Potenznrocdukte, PF;
a0, q(:hek, (i=12m)

b 2%
in entsprechender Form. Die Umnwandlung von E_:q,-PF% in eine
T ~Darstelliung liefert dann folgender Ablauf

. e Gy,
nat eine hdhere Nummer als PP (i=42..,T),

{E. in sprung)
' o =1

| .

Ist PR;;.‘ Vielfaches von ?‘t’.&?
ja nein

h«w;m-'i //qvﬁs PN\
= a

ein |

; [aMM] 3ilde D, sodaB PPy = D.PPy,

Multinliziere die Zeile q mit D
- und ae und speichere sie in dile
ja‘. gexn : Hilfszeile 2.

| } ' Qo ¥ Ay, P20 Y

L T&T4 Qe L=g

O FETR

ja jnein
—— T ! /ppphpn,

I =

- ja  [nein |
[oue o + ag al>
' K&@r
Qundtl N, 811l a
\ .
ja_inein| jteTH1, age ag.af% prle D pr

] o

v o Lés L+1
e ap, Phos PR
T C-4 Latg
E !ja nein

T
J—
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Beachreibung des ersten Programms
(Protokoll siehe Anhanz la)

Das erste Programm fir die ZVSE Z 23 V ist in seinen gro-

pen Teilen im Formelliibersetzer geschrieben, einer algorith-
migchen Programmiersprache, die ungefdhr dem Alzol ent-
spricht. Die oft sich wiederholenden Teile (Bruchzahlrech-
nen und Operationen mit PP} sind jedoch in dem an den Intern-
code der Haschine angepaflten Freiburger Code programmieit,
Die Darstellung der PP geschieht in diesem Programm auf dem
Yexe der Zuordnung von Nummern zu den einzZelnen PP unter
Verwendunz der Formel (S.1) und des Algorithmus (9.6). Die
Verwendung des Pormelcodes und dieser Dargtellung der PP

hat sich im Rahmen der Rechengeschwindigkeiten dieser Maschi-
ne als zu zeitrauvend erwiesen. Damit ist das Programm prake
tisch wertlos. Trotzdem sei esg hier angefihrt, weil es den
gllzemeinsn Fall von n Variablen vehandelt und ein Programm
fiir schnellsre lMaschinen, die jedoch einar Programmierung

im Interncode nicht zugidnglich sind, wohl in einer #Zhnli-
chen Form erstellt werden muUBte. |

Das vorhin gegebene Aonlaufdisgramm ist bel diesem Prosramm

in zwel Punkten wesentlich gedndert:

1. Bed Jedem neuen Durchlaufen des Teiles . werden die
Darstellungen der PP (j=-11. ¢} neuwerlich zu Z-Darstel-
lungen reduziert.

2, Im Teil @.,werden die Hilfszeilen 1 wnd 2 getrennt
auf Z-Darstellungen reduziert und erst dann voneinander
asgezogen.

Die zwaite Anderung ist z2itlich von Nachteil, die erste

kann ovesonders oveli komplizierten “eispielen einen zeitli-

chen Vorteil bringen. Um den Gebrauch des Programms zu
vegchreiben, sel gezeigt, wie der Datenstreifen und das Er-
gecnisnlatt flir das Ideal

9,3) o= O - b - B, ot ~2% $X0, -y

susschauen: siehe snhang 2.



Beachreibung des zweiten Programms
(Protokoll siehe Anhang 1h)

. Das zweite Programm wurde zur Gdnze im Freoldburger Code

programuiert unter Verwendung eines Hilfsprogramms, dag
symbolische Adressierung ermdglicht (was im Gegensatz zur
Verwendung des Formelitbersetzers auf die Rechenzeit kei-
nen negativen UinfluB hat). Es wurde im veasonderen darauf
Wert gelegt, daB wWartezeiten auf dem lanzsaien Trommel-
speicher vermieden wurden. (Auf diese Weise kann die Re-
chenzeit im allzemeinen Dig aud Jou aaehzéhnéache“verzﬁrzt
werden.) Auferdem wurden die PP auf die zweite Art,
nédmzich als Zahlen dargestellt, Durch diese drei Umstinde
sowWwie noch kleinere Verbessérungen konnte die Rechenzeit
auf das 20— bis 25-fache verkiirzt werden (und zugleich

der verwendoare Speicherraum vergrsfBert Wer@en), gsodas
sich die Rechnung mit elektronischer Rechenanlage wohl
rentiert. Wieder geoen wir Datenstreifen und Crgebnisblatt
fUxr das Ideal (3.3): siche Anhang 3. Die Darstellung der.
PP als Zahlen wird lier insofern noch ein wenig abgedndert,
daB als erster Teil einer solchen Zahl auch noch der Grad
des PP angegeben wird: 2020000 ist alsc das PP:éo

Bei beiden Programmen besteht die Moglichkeit, durch Eine
stellen einer .e ingungstaste auf dem ‘edienpult auf den
Wert 17, die Polynome, die neu in die “asis aufgenommen
werden miissen, ausdrucken zu lassen mit Angzace der bdeiden
Potenzprodukte PR und PR, aus denen PRy, gevildet wurde,
das die zwei verschie”enen Z-Darstellungen liefert., Das
ergivt im Falle des Id.als ($.9) folrendes i1d: Ankang 4.

Bei dem zweiten Programm kénnen auch sehr leicht Anderun=-
gen effgevaut werden, um theoretische Vermutungen und UBer-
legungen Uver die GesetzmiBigkeiten des aAlgorithmus in

der praktischen Rechnung zu veobachten., Weitera testeht

die M&zlichkeit, den Speicher anders zu organisieren, das
neid% entieder viele kurze oder wenig lange Polynome zu
gneichern, eim Ideal (9.9) oraucht das Programm 2 min

45 gek um die .asis (6.4) zu finden und weitsre 59 sek, um



6

die Multiplikationstafel zu berechnen. Dazu kommen noch
3 min 13 sek, um die Ergebnisse auszugeoven.

Zum AbschluB sei noch ein BSeispiel eines Ideals in K{x.x_ x,_x X
gezeben, das alg hoherdimensional festgestellt wird: siche

Anhang 5.



1o, Zusammenfassung.

Nachdem im Abschnitt 3 di¢ Struktur des Restklassenringes
eines nulldimensionalen P-Ideals als die eines hyperkom-
plexen Systems aufgezeigt wurde, wird im Abschnitt 4
schrittweise ein Algorithmus eingefihrt, sodaf von ihm in
seiner endgil¥igen Form behauptet werden kann, daB exr tat-
sichlich die Aussonderung einer Basis des hymerkomplexen
Systems leistet, Fur das Abbrechen des Algorithmus in die-
ser Form werden die Kriterien (4.14) und (4.19) abgeleitet.
Mit 4 Hiifssdtzen des Abschnittes 5, die Angaben iiber das
Auftreten vaon neuen 3Jeziehungen zwischen Restklassen beim
Algorithmus machen, kann im Abschnitt 6 der Algorithmus
noch weiter vereinfacht und auf eine etwas verdnderte Form
gebracht werden (sodaB er spezialisiert auf den Fall einer
einzigen Variablen‘x'den Euklidischen Algorithmus zur Be-
stimmung des graﬁfen gemeinsamen Teilers mehrerer Polynome
ersetzt). Im Abschnitt 7 werden Ergebnisse des Abschnittes
5 auf die Berechnung der Hilbertfunktion eines beliebigén
P-Ideals, im Aoschnitt 8 auf die Bestimmung einer Schranke
fiir das Abbrechen des Algorithmus aus den Basisvolynomen -
fu 42, .. §s eines oeliebigen P-Ideals ¢ K Lx, x| angewendet.
Schliellich werden im Abschnitt 9 Vorbereitungen fir die
Programmierung des Algorithmus durchgefithrt, die wichtig-
sten FluBdiasgramme angegeven und schliefflich Bgisniele

mit den %Latsdchlich vorhandenen Progreammen fur die ZUSE Z 23
cerachnet.
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